A matematika o tudomdryok kiridynsje.
A szamelmélet o matemalikow kivdlynsje.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Szamelméleti alapfogalmak

Oszthatosag a racionalis egészek korében

Racionalis egészek kozott fogunk az oszthatdsagrol beszélni a tovabbiakban, ha a megfogalmazasaink a kedves
olvasd szamara elsé pillanatra koriilményesnek v. foloslegesen komplikaltnak tinnek annak egyik oka az is lehet, hogy
igyeksziink minél 4ltalanosabban fogalmazni. Nevezetesen oszthatosagrol tetszdleges integritds tartomanyban is szokas
beszélni, s az alabb kovetkezd fogalmak nem trividlisak mar test feletti polinom gytirtik esetén sem, amelyekrdl remélhetbleg
lesz médunk még e félévben szot ejteni.

Definicio: A b osztéja a-nak, ha van olyan ¢ egész, hogy a=bc. Jele: bja.
Jegyezziik meg, hogy a 0 barmelyb szammal oszthatd, mivel 0=b0 mindig teljesedik.

Tétel: Ha bla és bld, akkor blaxd.

Bizonyitas: Valoban bla és b|d definici6 szerint azt jelenti, hogy van olyan cq, co melyekre a=bcq, d=bcy s a két
egyenlet 6sszeadasaval ill. kivonasaval axd=bcq+bco=b(C1+cp), amibdl mar kévetkezik, hogy b|axd.

Definicio: Az 1 osztoit egységeknek nevezziik.

Definicio: Az a-t ill. b-t asszocidltaknak mondjuk, ha csak egység szorzoban kiilonboznek egymastol, azaz a=be,
ahol 1.

Itt emlitjiik meg, hogy a racionalis egészek gyiirijében két egység van a +1 és a -1, ezért egy a szamnak két asszocialtja van a
és -a. Talalkozni fogunk olyan gytiriikkkel is amelyekben végtelen sok egység van. Az egységek halmazat jeloljik U-val az a
angol unit széra utalva. Az ¢ egység definiciojabol ( €1 =1=ss 1= )rogton adodik, hogy van multiplikativ inverze &, s ha &
1 is egység ( &1|1=1=g161") akkor a szorzatuk seq is az ( szorozza Ossze 1=g¢ és 1=g1 &1 -t, akkor rendezés utan 1=(g&1)(&
&1") lathato, hogy g1 is egység ), mivel integritastartomany elemei kozott a szorzas asszociativ és kommutativ adodott, hogy
az egységek Abel-csoportot alkotnak a gytirlibeli szorzasra nézve, ezt a csoportot az R gylirti U egység csoportjanak nevezziik.

Ajanljuk a Kedves Olvasénak, hogy mutassa meg, hogy Z(\/E), Z(\lll) -ben végtelen sok egység van, de Z(\/— 1)

pontosan 4 egység van {1,—1, \/—_1 ,—\/—_1 } Legyen ,,d” olyan racionalis egész szam, amely nem négyzetszam, (s6t, legyen
»d~’ négyzetmentes azaz ne ossza egyetlen egy ,,p” primszam négyzete sem) azaz ne teljesedjék semmilyen ,,x” racionalis
egész szamra sem, hogy d = x2 . Nem nehéz megmutatni, ekkor hogy a Z(d)= {a+ b\/a |Va,b € Z} alaku komplex
szamok (ha d>1, akkor valdés szamok) a szokdsos Osszeaddsra és szorzasra nézve integritds tartomanyt alkotnak. S a

Q(d ) = {a + b\/H |Va, be Q} alaka szamok testet alkotnak. Valoban példaul legyen d=17. Ekkor annak a belatasa, hogy az

a+b~17 alaki valos szamok ( ahol Va,b e Z ) a valos szamok kozott szokasos Osszeadasra, szorzasra nézve integritas

tartomanyt alkotnak alkotnak, minddssze annyi indoklas kivan:
1.Az dsszeadasra nézve:

i, barmely & =, +b, V17 é&s f=az +bgV1T valés szamok dsszege ugyancsak y =a, +b, V17

alaku, mert a, =3, + aﬂ , b, = ba + bﬂ racionalis egészek, mert &, , ag, ba , bﬂ is racionalis egész volt.
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i, 0 Z(17) mert 0=0+0417 |
iii, tovabba, haa+b\/ﬁ€Z(\/1_7):> (—a—b\/1_7€Z(\/1_7))

iv, masrészt , ha barmely harom ",$,( valdés szdm Osszeadédsara igaz az asszociativitas, akkor igaz marad az
asszocitivitas akkor is ha speciel &+ 0~/17 alaku valés szamokat adunk Gssze

v, s ha barmely ketté ",$ valds szam Gsszeadasara igaz a kommutativitas, akkor igaz marad, akkor is ha speciel
a+b+/17 alaku valos szamokat adunk 6ssze.

2. A szorzasra nézve:

i barmely ¢ =a, +b, V17 ¢ f= ag+ bﬂ\/17 valos szamok szorzata ugyancsak y =a, + b}, V17

alaka, mert @, =ay,az +17b,bs,b, 5 = (aabﬁ +b, aﬂ) raciondlis egészek, mert a,,8z,0,,D4 is racionlis
egészek, s racionalis egészek szorzataés Gsszege, egész szamszorosa is racionalis egész.

ii.le Z(\/17), mert 1=1+0+17

iii, masrészt , ha barmely harom valos szam szorzatara igaz az asszociativitas, akkor igaz marad az asszocitivitas

akkor is, ha speciel @ +0+/17 alaku valés szamokat szorzunk dssze
iv. s ha barmely ketté valos szdm szorzatara igaz a kommutativitas, akkor igaz marad, akkor is ha speciel

a+b+/17 alaki valos szamokat szorzunk Gssze.
3. A disztributivitas is teljesiil. Ha barmely harom ",$,( valds szamra igaz a disztributivitas, akkor igaz marad akkor is ha

a+b~17 alaki valés szamokat tekintiink.
4.Ha a valos szamok kozott nincs zérus osztd akkor a valds szamoknak abban a a valddi részhalmazaban sincs, amely csupan

a+b~17 alaki valés szamokbol all (még most is Va,b e Z ).
S  elegendd meglatni  azt, hogy (\/ 17 - 4)- (\/ 17 + 4) =1, s mindkettd6 oldalt n.  hatvanyozva

n n no, n
(\/17 —4) ~(\/17 +4) =1" =1 miatt (\/17 —4) , €S -(\/17 +4) is egység barmely N € N esetén.
Ha a Szorgalmas Olvasonk, az 6hajtja megmutatni, hogy Q(17) = {a + b/ 17|Va, be Q} test, akkor konnyedén
belathatja, hogy elegendé a Z(17) = {a + b\/17|Va, be Z} kapcsolatban leirtakat kiegészitenie azzal, hogy

a+b+y/17,vVa,beQ alaku valos szamok multiplikativ inverze
1 a—bv17 B a B b
a+bv17 (a+bv17)(a-bv17) a2-17.b%> a?-17-b

isnem nulla a2 —17-b22!

5 V17 is a+b+17,Va,beQ alaka. Miért

Oszthatosag szempontjabdl egy szam és asszocialtjai kozott ugy latszik nem érdemes kiilonbséget tenni, azaz az
egymashoz asszocialt elemeket azonos osztalyba sorolhatjuk és mindegyik osztalyt egy-egy kitiintetett elemmel reprezentalunk.
A raciondlis egészek esetében minden 0-t6l kiilonb6z6 osztalyba két elem van pozitiv a €és -a s a tanitd nénijeinknek is
kdszonhetéen hagyomanyosan a pozitiv egészekkel reprezentaljuk az elobb emlitett osztalyokat. Formalisan az R gytir(i
multiplikativ félcsoportjan értelmezziink egy p relaciot. r,seR esetén r pra nézve relacidoban van s-el, ha JFeeU ,melyre
teljestil, hogy r=se¢. Meg lehet mutatni, hogy p ekvivalencia relacié R-en, s a p altal indukalt osztalyozas az R multiplikativ fél-
csoportjanak egy kompatibilis osztalyozasa, s oszthatésag kapcsan pont ezen osztalyok érdekesek szamunkra.

Tétel (a_maradékos osztas tétele): Bdrmely a és b0 eleme Z esetén egyértelmiien létezik olyan q.r €Z, hogy
a=bqg+r és 0<r<|b| vagy r=0.

Bizonyitas: Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a is,bis pozitiv és b<a. Tekintsiik b tobbszoroseit
nb-t valamely ng-ra bng<a<b(ngp+1), ekkor ng=q és r=a-bng valasztassal adodik a tétel egzisztenciara vonatkozo allitdsa. Az
unicitast indirekt bizonyitsuk azaz tegyiik fel, hogy a=bg+r és a=bq +r" is teljesedik. A két egyenletet kivonva egymasbol és
rendezve b(g'-q)=r-r" adédik . Figyelembe véve, hogy a tétel feltétele szerint 0<r,r’ <|b|, ekkor 0<|r-r’|<|b|-bél r-r’=0 adodik
és igy q'-q=0, ami ellentmond a feltevésiinknek.

Definicio: Az a és begész szamok legnagyobb kozos osztdjanak nevezzik a d egész szamot, ha rendelkezik az
alabbi két tulajdonsaggal:

(i) dja és d|b



(i) ha dq|a és d1|b, akkor dq|d.
Jele: d=(a,b) vagy Inko(a,b) .

Tétel: 4 legnagyobb kdzds 0sztd egység szorzo erejéig egyértelmiien meghatarozott.

A legnagyobb k6zos 0sztd hagyomanyos iskolai definicidja, mely szerint a és b k6z6s 0sztdi koziil a legnagyobb , a
racionalis egészek korében teljesen megfelel, s ott az el6bbi tétel, gy moddosulna, hogy az Inko(a,b) egyértelmiien
meghatarozott. Vegye észre, hogy Inko(0,a)=|a| és Inko(0,0)=0.

Bizonyitas: Valoban ha dq és dp is egyenlé a Inko(a,b), akkor a (ii) tulajdonsdg miatt d1|do és dp|dy is teljesiil
vagyis van olyan cq, cp melyekre di=docq és dp=dqCy. Az utolsé egyenlet jobb oldalat az azt megel6zé egyenletbe
helyettesitve és rendezve d1=dqCoCq, s mivel a szorzasra érvényes a kancelativ szabaly ezért 1=cqCo, azaz cq és Cy is egység.

Tegylik fel hogy b=0. Az alabbi algoritmus még Euklidesztdl szarmazik.

a=bqq+rg, 0<rg<|b|,
b=rgqy+rq, 0<ry<rg
ro=ridp+r, O<rp<ry

-2=M-10n*rn, 0<rp<rp.1,
M-1="ndn+1+0, (azaz r 4+1=0)

Tétel: Az euklideszi algoritmus utolsé nem nulla maradéka rp az a ésblegnagyobb kozos osztdja.

Bizonyitas: Mutassuk meg el6szor fentrdl lefelé haladva, hogy I, -1 osztja, barmely d kozds osztojat a-nak ill. b-

nek. A fenti egyenletek koziil az els6bdl kovetkezik, hogy d|rg, a masodikbol d|rg és d|b miatt d|rq{ adédik, ... , az n-2
egyenletbdl, mivel d|ry_o és d|r,,.1 kovetkezik végiil, hogy d|rp.

Ha alulrol joviink felfelé, akkor azt lehet konnyen, latni, hogy rj k6z6s osztdja a-nak ill. b-nek. Valoban az utolso
egyenlet azt jelenti, hogy ry, osztja r,,_1-t, az utolso6 eldttibol ry|rp-t és rp|ry.1-bol adodik, hogy rp osztja rp.o, és igy tovabb
végiil az els6 egyenletbdl kovetkezik, ry|bés ry, [rg miatt rp|a-t.

Kovetkezmény: Barmely két raciondlis egész szamnak létezik legnagyobb kozds osztoja.

Ha b nem nulla, akkor az euklideszi algoritmust alkalmazva a tételbdl kozvetleniil adodik az allitas, ha b=0, akkor
Inko(a,0)=|a.

Annak a ténynek , hogy barmely két racionalis egész szamnak létezik legnagyobb kozos osztdja egy sereg fontos
kovetkezménye van, melyek koziil az alabbiakban felsorolunk és bizonyitunk is néhanyat.

Tétel: Ha d=(a.b), akkor létezik olyan xq ill. yq egész szamok melyekre d=axg+byg.

Bizonyitds: Az euklideszi algoritmus segitségével torténhet a bizonyitas. Az els6 egyenletbél rg=a-bgg.=aug+bvg
(,ahol ug=1 és vg=-qq ), a masodikbol ( felhasznalva az el6bbit ),

b-rgaq=rq=.b-rgaq=b-(a-bag)q,=b(1+qgaq)-aqi=rq,

azaz rp=auj+bvy,(,ahol vi=1+qpqy ill. uy=-qy).



Tételezziik fel, hogy

ekkor az euklideszi algoritmus k-2. 1épésében szerepld rg_o=rg_10k+rk egyenldségbdl kovetkezik, hogy

rk-2=aug_op+bvy_o és .r_1=aug.1+ovg_1,

rg=auy+bvy (ahol ug=uy_o-Uk_10k, Vk=Vk-2-Vk-19K) -

Végiil is k helyébe (n-2)-t, s up, ill. vy helyett xg,yg-t irva adodik a tétel allitasa.

Az euklideszi algoritmust beépitik a legtobb komputer algebrai rendszerbe is. A Maple-ben példaul a kovetkezd

mddon is meg lehet oldani:

> euclid:= proc(a,b)
local i;
global al,b1,r,q;
al:=a;bl:=b;
while(evalb(b1>0)) do

r:=irem(al,bl); q:=iquo(al,bl);
Iprint(cat(al,"=",b1,"*",q,"+",r));

al:=bl; bl:=r;
end do;
end;
> euclid(2004,1456);
2004=1456*1+548
1456=548*2+360
548=360*1+188
360=188*1+172
188=172*1+16
172=16*10+12
16=12*1+4
12=4*3+0
> with(numtheory);

> print(cat(2004/1456, =",cfrac(2004/1456)));

" 501
364

Tétel(Lamé®): Az a, b _(a>b)szdmok legnagyobb kizos osztdjdnak az euklideszi algoritmussal torténd
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kiszdmitdsdhoz legfeliebb 510Q 10 (b) -szer kell a maradékos osztast végrehajtani.

! Lamé,Gabriel (1795-1870) az Ecole Polytechnique-n tanult. Vasiit mérnok volt. Matematikaban a 6 teriilete a
matematikai fizika volt. A szamelméletben is jelentds eredményeket ért el. Be bizonyitotta a nagy Fermat tétel n=7 esetét. Azaz

azt, hogy az x|+ y7 =27/

X =2z =2009, y = 0 megoldas. Meglepd, hogy Gauss Lamét tartotta kora legjelentdsebb francia matematikusénak. (Lehet,

hogy neki volt igaza?!)

egyenletnek nincs az egészek korében trivialistol kiilonb6z6 megoldasa. Trivialis példaul az




Megjegyzés: A legnagyobb kdzds osztot lehet egy tovabbi mondjuk harmadik modon is definidlni:

def .
d=(ab) = agpbiyrgto(lavwbyl),

és a=b=0, akkor (0,0)=0. Az el6bbi definicié valéban barmely a,b szamparhoz hozza rendel egy nem negativ
egészet, mivel a természetes szamok a szokasos rendezésre jol rendezett halmazt alkotnak, azaz a természetes szamok barmely

nem iires részhalmazanak van legkisebb eleme igy speciel az S= {S |s=|lax+by|,|ax+by|#0,;VX,y e Z}

halmaznak is. Legyen most dg= mbino(lax+ by|), azaz valamely xq,yg egészekre dg=axq+byq. Mutassuk meg pl., hogy dg .
ax+by=

Bizonyitsunk indirekt, mivel dg nem nulla a-t maradékosan oszthatjuk dg-lal, azaz legyen a=dgg+r, 0<r<dg. Az a=dgg+r
egyenletbe dg-t helyettesitve axg+byq -lal, rendezés utan adodik, hogy r=a(1-xgq)+b(-ygq), s mivel 0<r<dg, ez ellentmond d
minimalitasdnak. A Inko. (ii) tulajdonsaga, hogy ha d|a-t és d|b-t , akkor trivialis, hogy d|dg, mert dg=axqg+byq .

Definicié: Ha (a,b)=1, akkor azt mondom, hogy a és b relativ primek.

Tétel: Ha (a,b)=1 és (a,c)=1, akkor (a,bc)=1.

Bizonyitas: Legyen 1=(a,b)=axg+byq és 1=(a,c)=aug+cvg. Nyilvan elegendé megmutatni, hogy van olyan zg,wg
egészek , melyekre teljesiil, hogy 1=azp+bcwg. Ha az 1=axgp+byq és 1=aug+cv( egyenleteket dsszeszorozzuk és rendezziik,
akkor

1=(axg+byg)(aug+cvg)=alxg(aug+cvg)+bygugl +bclygvpl.
miatt zg vélaszthato [Xg(aug+cvg)+bygugl-nek és wqg ygvg -nek, s ezzel a bizonyitas kész.
Tétel: Ha (a,b)=1 és a Joc akkor a /c.

Bizonyitas: Legyen 1=(a,b)=axqg+byq és bc=za, ekkor az elsé egyenletet c-vel végig szorozva
c=acxg+bcyg=a(cxg+zyg) adodik amibél mar valoban latszik, hogy a osztoja c-nek.

Definicio: A p-t primszamnak nevezziik, ha p|ab-t ,akkor p|a vagy p|b ,( és p nem 0 és kiilonbozik az egységektol).

Primszamok, a 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,...stb. Az alabbi moddszerrel meghatarozhatjuk azon p
primeket melyek 1 és n kozott,helyezkednek el. irjuk fel 1-t6] n-ig a szamokat. Tudjuk, hogy 2 az prim, huzzuk at 2 sszes
tobbszorosét, a 2-nél nagyobb legkisebb at nem hiizott szam a 3 prim lesz a 3 kivételével 3 sszes tobbszordsét hiizzuk at, ismét
a 3-nal nagyobb szamok koziil a legkisebb prim lesz ,..n-ig folytatva az eljarast az at nem hizott szdmok megadjak az Osszes
primet 1 és n kozott. Legyen most n=34, ekkor az alabbi tablazat adodik:

2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 2%; 22; 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34.

Ezt az eljarast eratoszthenészi szitdnak nevezik. Nyilvan elegend6 csupan az 1 és \/ﬁ kozotti p primekkel elvégezni a szitalast,

mivel ha valamely a szam n-nél kisebb és Gsszetett, akkor van \/ﬁ -nél kisebb prim osztdja.

Tétel ( a szamelmélet alap tétele ): Barmely 0-10] és egységtdl kiilonbozd egész szam felirhaté primszamok
szorzatakent, s ez a felirds sorrendtol egység szorzoktol és asszocialtaktol eltekintve egyértelmii.

Szeretnénk itt megjegyezni, hogy azt a kozkedvelt megfogalmazast, mely szerint "barmely 1-nél nagyobb pozitiv
egész sorrendtdl eltekintve egyértelmiien irhatod fel primhatvanyok szorzataként", nem szabad sommasan elitélni. Gondoljunk
arra, hogy ez bévebb magyarazat utan teljesen korrekté tehetd ( 1asd az egységcsoporttal kapcsolatos osztalyozast ).

Bizonyitas: A tétel egzisztenciara vonatkozo részét teljes indukcidval bizonyitjuk. n=2-re az allitas igaz , tételezziik
fel ,hogy n-nél kisebbekre igaz és bizonyitsuk, hogy akkor n-re is teljesiil. Ha n prim szam, akkor kész vagyunk, ha n Gsszetett

azaz n=ab, ahol 1<a,b<n és az indukcids feltevés miatt a,b mar primszamok szorzata és ezért n is az.

Az unicitast indirekt bizonyitjuk tegyiik fel, hogy n kétféleképpen bomlik fel primek szorzatara.



N=pqpy-..Pk=0d1 -4y ()

Ha apq aqq go ...q, mindegyikéhez relativ prim volna, akkor korabbi tételiink szerint a szorzatukhoz is ami nyilvan
nem igaz, ezért feltehetjik, hogy p1=&dq, (1)-t osztva q-gyel majd megismételve az eljarast r-szer adodik az egyértelmiiseg.

Tétel: Veégtelen sok primszam van._.

Bizonyitas: Még Euklideszt6l szarmazik a kovetkezd indirekt bizonyitas. Tételezziik fel hogy csak véges sok van.
Legyenek azok rendre pqpy...py, s legyen N=pqp,...p,+1 . A szémelmélet alaptétele szerint N is primek szorzatira bomlik,
peldaul N=g40,..qy, de ezek kozott nem fordulhat el§ a P1 P2 Pk egyike sem, tehat a feltevéssel szemben legalabb k+1 prim
van, s ez ellentmondas, s igy a bizonyitas kész.

5?1,, eferni g'ja,zen{'yog tdﬁf@o&aﬂ érthetOek szimunkra.
Blaise Pascal, (1623-1662)°

Maradékosztaly gyiriuk, kongruenciak

Definicio: Az a kongruens b-vel moduldé m, ha m|(a-b). Jele: a=b mod(m).

Definicié: a=b mod(m), ha a is és b is m-mel osztva ugyan azt a maradékot adja, azaz a=mq,+r,,b=mqy+ry, €s
"a="b.
Nyilvanvalo, hogy a két definicié ekvivalens.

Tétel: Az a=b mod(m) reldacio ekvivalencia relacio.

Bizonyitas: A reflexivitds a=a mod(m) teljesiil, mert m|(a-a)=0-t. Szimmetrikus is a relacio, mivel ha a=h mod(m),
akkor m|(a-b)=m|(b-a) és ez azt jelenti, hogy b=a mod(m). Végiil a tranzitivitas is teljesedik, mert a a=b mod(m) és b=c
mod(m) feltételekbdl kdvetkezik, hogy ry=rp=r. és adodik, hogy a=c mod(m).

Megjegyzés: Az ckvivalencia relacié definicidjanal megemlitettilk (s6t bizonyitottuk is), hogy az A halmazon adott D
ekvivalencia relacié mindig indukal egy osztalyozast is az A halmazon, s az osztalyokbdl allo faktorhalmazt A/(D)-val jeloltiik.
Jelen esetben a Z egész szamok halmazan a mod(m) relacié indukal egy osztalyozast Két egész szam mod(m) ugyanabba a
mardékosztalyba fog tartozni, ha ugyan azt a mardékot adjak m-mel osztva. Ha valamely egész szamot maradékosan o0sztunk
m-mel, akkor m darab kiilonb6zé maradékunk lehet, nevezetesen 0,1,2,...,m-2,m-1. Az A/(D) faktorhalmaznak most
értelemszeriien a Z/(m) jelolés lesz a megfeleldje.

Tétel: Leqyen a=b mod(m) és a=a d.b=b"d és m=m d, akkor

a’=b” mod(m").
Bizonyitas: A feltételekbdl a-b=mc, és (a’-b")d=m"dc ez utdbbi egyenletet d-vel osztva a tétel allitasat kapjuk.

Tétel: Ha a=b mod(m) és c=d mod(m), akkor

- Ll (1623-1662) Pascal, Blaise fia volt Pascal,Etienne-nek aki levelezésben allt Mersenne-
nel,(Mersenne Marin(1588-1648)). 16 évesen felfedezte a kupszeletekbe irt hatszogekre vonatkozo ,Pascal-tétel”-t, s
tizennyolc évesen tervezett egy szamoldgépet, melyet késébb megépitett. Huszondtévesen a janzenistdk Port Royali kolostoraba

vonult. 1654-t61 1ényegében mar csak teoldgiaval foglalkozott.



axc=bxd mod(m) és

.ac=hd mod(m).

Bizonyitas: A feltételek definicio szerint azt jelentik, hogy ry=ry és ro=ryq, ha az a=mqy+ry,c=mq.+r.
egyenleteket ill. b=mqp+ry,d=mqy+r -t dsszeszorozzuk , akkor

ac=m(Ma 0o+, c+dcrg) Halc il
bd=m(mapdq+a,rg+dgrp)*rpry:

miatt lathatd, hogy rpro=mq +ry. ill. ryrq=mq+rpy. Valdban teljesedik ac= bd mod(m). Az atc=
b+d(mod(m)) igazolasat az olvasora bizzuk.

A mod(m) kongruencia relacid, mint ekvivalencia relacid 1étrehoz egy osztalyozast Z-n. Ez az osztalyozas
kompatibilis a fenti tétel szerint a Z-n értelmezett Gsszeadasra és a szorzasra nézve. A Z-n a mod(m) relacio altal 1étrehozott
osztalyokat maradékosztalyoknak nevezziik, a faktorhalmazt maradékosztaly gytirtinek. Jele:Z/(m) vagy még tomérebben csak
Zy - A mod(m) vett maradékosztalyokat szokas reprezentalni pl. a legkisebb nem negativ szamokkal azaz 0,1,2,...,(m-1), vagy
a legkisebb abszolut értékilekkel ha m=2k alaku, akkor

(-k),(-k+1),...,-1,0,1,..,k-2 k-1, vagy
(-k+1),...,-1,0,1,.. k-2,k-1,k és m=2k+1, akkor
-k,(-k+1),...,-1,0,1,..,k-2,k-1 k.

Legutolsé tételiink 1ényegében azt mondja ki hogy az osztalyok kozotti dsszeadast ill. szorzast megadhatjuk a
"kedviink szerint valasztott" reprezentansaikkal is.E tényt gy is kiszoktak fejezni, hogy a Z(+,*) egész szamok gyiiriijének
miiveletei az +,* kompatibilis a mod(m) osztalyozassal. Masképpen mondva, ha a és b az egyik osztalyba tartozik, tovabba ¢ és
d valamely masik osztalyba, akkor a+c ill. b+d is valamely harmadik osztalyba tartozik. Példaul mod(10) esetén 1 és -9 egy
osztalyba tartoznak 7 és -23 egy masik osztalyba, de ekkor 1+7-nek és -9+(-23)-nak is egy osztalyba kell tartoznia mod(10).

1,-9,-19,-29,101

Tétel: 4 modulo m maradékosztalyok az Osszeaddasra és a szorzdsra nézve egységelemes kommutativ_gyiiriit
alkotnak.

Bizonyitas: Vazlatosan a kovetkezOket mondhatjuk: A maradékosztalyok kozott az Osszeadds és a szorzas a
reprezentansok kozotti 6sszeadassal €s szorzassal definialva van, mivel az osztalyozas kompatibilis volt mindkét miivelettel. Az
asszociativitasa és a kommutativitasa is mind két miiveletnek az egész szdmok kozotti asszociativitasabol
ill. kommutativitasabol adodik, hasonldéan a disztributivitas is . Létezik zéruselem a 0 és additiv inverze a-nak m-a és az 1
egységelem a szorzasra nézve.



+10 1 2 3 4 5 e 01 2 3 45
001 2 3 4 5 0(0 0 0O OO
11 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1},/|2|/{0 2 4 0 2 4
3|3 45 01 2 3/0 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
5|5 01 2 3 4 5|0 54 3 21

Tekintsiik példaul a Z/(6) 6sszeadasi ill. szorzd tablajat. Néhany dolog a tablazatra vetett elsé pillantas utan szembe
otlik. Az Osszeadasi és a szorzasi tablazat is szimmetrikus a f6 atlojukra, ez a kommutativitas kovetkezménye. A 2-3=0 mod(6)
azt mutatja hogy a Z/(6) maradékosztaly gyiiriiben vannak zérus osztok.

Definicié: Az a-val reprezentalt maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak mondjuk mod(m), ha (a,m)=1.

Definicié: A pozitiv egészek halmazan értelmezett valds, vagy komplex értékil figgvényt szamelméleti fiiggvénynek
mondjuk.

Definicio: Az f(n) szdmelméleti fiiggvényt multiplikativnek mondjuk, ha (a,b)=1=f(ab)=f(a)f(b).

Definicio: Jeldlje a 1,2,...,n-2,n-1,n szamok koziil az n-hez relativ primek szamat q)(n) . A ¢(n) fuggvényt Euler-
fele @ fiiggvénynek nevezziik.

Ha az n=p primszam, akkor ¢(p)=p-1, s kiilondsebb nehézség nélkiil lathato az is, hogy primhatvany helyeken
( k ) — nk 1 « . . . .,
o\p” )=p°|1——| . Akdvetkezd tétel megadja ¢(n) explicit alakjat.
p

o, A (24
Tétel: Han= pl 1 p2 2 pk k , akkor

o2 )2 g3

Bizonyitas: Az 1,2,3,...,n-1,n szamok kozdtt n/pj darab van amely pj tobbszordse vonjuk le ezeket n-bél. Azokat a

K
n
szamokat amelyek pipj—Vel is oszthatok kétszer vontuk le, ezért az n/pipj-t adjuk hozza n-Z—-hez, kapjuk n-
i=1 M
k

n n
Z— + Z — A pipjpk-val oszthato szamokat a kelleténél eggyel tobbszor vettiik figyelembe ezért az n/(pipjpk)-kat
i1 P 1<ici=k By P;
vonjuk le , az eldbbi 6sszegbdl. Folytatva az eljarast a kdvetkezo dsszefiiggés adodik:

¢(n)=n—i1+ > Loy ey

i1 B i,k B P, i <i<iaec Py B By PP, P

1
A fenti egyenlet jobboldalan szereplé Osszeg pontosan megegyezik a nH(l—— szorzattal. Ha a Kedves
pin p
Olvasoénak tal sok volt a jelolés, tudjuk javasolni, hogy a fenti algoritmust ami nem mads, mint az eratoszthenészi-szita, abban az
esetben, mikor a p1,p2,....pk szamokkal szitaltunk, szdmolja végig az n=2-3-5=30 esetén. A fenti tételbol adodik, hogy az
Euler-féle o(n) fiiggvény multiplikativ.




Tétel(Euler-Fermat): Ha (a,m)=1, akkor a a¢(m) =1 mod (m)

Bizonyitas: Jeldlje rendre 1,1, ..., I, a redukalt maradekosztdlyokat modul( m). Szorozzuk ezeket rendre végig

a-val kapjuk, hogy an,ar,,...,ar,q,. Allitjuk, hogy a kapott maradékosztalyok paronként kiilonbozdek. Ha valamely i,j-re arj
=ar;j mod(m), akkor

a(ri-ry) =0 mod(m), s mivel a relativ prim m-hez , ekkor m|(rj-rj), s ez ellent mond annak , hogy rjrj,
killonbdzé volt mod(m). Ezek szerint az an,al,...,ar,, maradékosztalyok sorrendtél -eltekintve megegyeznek
I, My -Vel, ekkor szorzataik is megegyezik modulé(m) azaz hf,...T,.=akar,...ar,, mod(m) rendezés utin

I‘lrz...rw(n)(a(p(m)—l) =0 mod(m), s itt az If,...r,, szorzat relativ prim az m-hez ezért ml(a’”(m)—l) , €z pedig

ténylegesen a tétel allitasat adja.

I, Kovetkezmény: A Z/(m) maradékosztaly gytiriben barmely a redukalt maradékosztalynak van multiplikativ inverze. Ha

(am=1= (Ela‘l e7 . ésg’=gq" ™" mod(m)).

I, Kovetkezmény: Ha p prim, akkor a Z/(p) maradékosztaly gyiirii test.

Az F és az F' testet izomorfnak mondjuk, ha F-nek van olyan F'-re valo ¢ bijektiv leképezése, mely miivelet tartd
aaz Vab eF =((o(a+b)=p(a)+ (b)) és (o(ab)=p(a)p(h))) . Mee ichet mutami, hogy birmely test

primteste vagy a racionalis szamok testével vagy a Z/(p) ( p prim) testtel izomorf. A II. kdvetkezmény is nyilvanvalo, ha arra

gondolunk , hogy Z/(p)-nek a 0 maradék osztaly kivételével mindegyik maradék osztilya redukalt maradékosztaly és igy van
inverze.

I1l.Kdvetkezmény: Ha (a,m)=1, akkor az ax=b mod(m) linearis kongruencianak egy €s csak egy X megoldasa van
-1
mod(m), és az kongruens a(p(m) b -vel.

Ha az ax=b mod(m) kongruenciaba x helyére beirjuk agﬂ(m)_lb lathatd, hogy az megoldas. Masrészrél, ha ax=b

-1 -1
mod(m) mindkét oldalat szorozzuk a(p(m) , akkor lathato, hogy tetszéleges x megoldas a(p(m) b alaku.

Megjegyzés: Mersenne primeknek nevezziik azokat az Mk szamokat amelyek egyrészt primszamok masrészt 2n-1
alakba irhatok. Konnyen lathato, hogy ha n dsszetett szam, akkor 2' -1 nem lehet prim. Ha p paratlan primszam, 2. -1
akkor és csak akkor prim -a Lucas-Lehmer teszt szerint- ,ha 2"-1 osztoja S(p-1)-nek, ahol S(1)=4 és S(n+1)=S(n) -

2. A binaris szamitogépeken nagyon konnyen lehet ,,gyors” programokat irni a Lucas-Lehmer tesztre. Egy
pszeudokdd lehet a kdvetkezd:

Lucas_Lehmer_Test(p): s:=4;
forifrom2top-1do S:= s2-2)mod|2P —1));

if s= 0mod(2 P —1) then 2°-1 is prime
else Zp-l is composite;

Példa: Legyen p=3, ekkorM 5 = 2°-1=31, S(l) =4, tovabba
s(2)=4%-2=14;5(3)=14%-2=8mod(31);s(4)=8% —2=0mod(31), ezért
Mg = 2°-1=31 prim. Mutassa meg, a Lucah-Lehmer teszttel, hogy

M, = 211 _1-2047=23-89 nem prim.

A Mersenne primek koziil keriilnek ki napjainkban a legnagyobb ismert primek. Az kovetkezd tablazat ad némi
informaciot a Mersenne primekr6l. A tablazat elsé oszlopaban k jeloli, hogy hanyadik Mersenne primrél van sz, a



masodik oszlop a p kitevét, a harmadik a tizes szamrendszerbeli szdmjegyeinek a szdmat, a negyedik oszlop a

felfedezés évét az 6todik a felfedezo nevét:

k |p 22211 cgyek g, név
1 2 1
2 3 1
3 5 2
4 7 3
5 13 4 1456 anonymous
6 17 6 1588 Cataldi
8 31 10 1772 Euler
12 127 39 1876 Lucas
13 521 157 1952 Robinson
20 4423 1332 1961 Hurwitz
24 19937 6002 1971 Tuckermann
28 86243 25962 1982 Slowinski
Slowinski&
32 756839 227832 1992
Gage
37 3021377 909526 1998 (F?rliar;isNo;;Noltman, Kurowski et. al (GIMPS,
382 | 6972593 2098960 1999 gg{:]aetl\\/lv::;, Woltman, Kurowski et. al (GIMPS,
397 | 13466917 4053946 2001
40? | 20996011 6320430 2003
417 124036583 7235733 2004
? (25964951
427 7816230 2005
437 | 30402437 9152052 |[2005
447 | 32582657 9808358 2006
457 | 37156667 11185272 2008
467 | 42643801 12837064 2009
477 | 43112609 12978189 5008

George Woltman 1995-ben megszervezte, hogy halézatba kapcsolt gépeken futathassanak szabadon let6lthetd
Mersenne-prim keres6 programot, s biztositott egy nagy adatbazist a rész eredmények felhasznalasdhoz. A GIMPS e
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http://www.isthe.com/chongo/tech/math/prime/mersenne.html#M42643801
http://www.isthe.com/chongo/tech/math/prime/mersenne.html#M43112609

rendszer roviditése ( the Great Internet Mersenne Prime Search)3. Az utols6 elbtti sor alapjan elég valoszintinek

latszik, hogy a 2009. esztendoben a legnagyobb ismert primszam, amely egyben Mersenne prim is az a

243112609 _1 , amelyet 2008.augusztus 8.-an talaltak meg.

Linearis diofantoszi egyenletek és linedaris kongruenciak

Diofantoszi egyenletekr6l, akkor beszéliink, ha az egyenletnek a megoldasait az egészek korében keressiik. Linearis
diofantoszi egyenleten az

aqXqtagXy+...+aX=b
kifejezést értjiik. A tovabbiakban két ismeretlenes linearis diofantoszi egyenletekrél fogunk szot ejteni.

Tétel: Az ax+my=>b linearis diofantoszi egyenlet, akkor és csak akkor oldhato meg, ha

(a,m)|b.

Bizonyitas: Tételezziik most fel, hogy (a,m)|b igaz.Legyen d=(a,m) és a=a’'d, b=b’d valamint m=m'd. Az
ax+my=b egyenletet d-vel végig osztva a'x+m'y=b" adodik és (a’,m’)=1. Az euklideszi algoritmus targyaldsanal
megmutattuk, hogy két szdm Inko.-ja eldall a két szam konstansszorosainak Osszegeként. Jelen esetben ez azt jelenti, hogy
létezik Xg',yg~ olyan, melyre teljesedik, hogy a’xg +m’yg =1, ez utobbi egyenldséget végig szorozzuk b d-vel lathatjuk, hogy
az Xg b',yg'b" szampar megoldasa az eredeti egyenletiinknek.

Megjegyzés: Vegye észre a Kedves Olvaso,hogy ha az @X + by = C linearis diofantoszi egyenletnek Xo: Yo

a
megoldasa, akkor az X; = @t +Xg, Yt = —@t + Yo is megolddsa barmely egész t szdm esetén. Azaz, ha

valamely ketté vagy tobb ismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet megoldhato, akkor végtelen sok megoldasa van

Tétel: Az ax=b mod(m) linedris kongruencia akkor és csak akkor megoldhatd, ha (a,m)=d|b és ekkor pontosan d
darab inkongruens megolddsa van modulé m.

Bizonyitas: A tétel megoldhatdsagra vonatkozo sziikséges és elégséges feltétele adodik abbol, hogy ax+my=b akkor
és csak akkor oldhat6é meg , ha az ax=b mod(m) megoldhat6. Valoban legyen X megoldasa ax=b mod(m) -nek akkor van olyan
yg, hogy axg-b=myq és az Xg,yg megoldasa, ax+my=b -nek. Forditva is triviélis.

Legyen most (a,m)=d|b, s mutassuk meg, hogy x=b mod(m) -nek pontosan d darab inkongruens megoldasa van.
Legyen a=a’d,m=m"d, b=b"d. Korabbi tételiink alapjan az a’x=b~ mod(m") kongruencianak pontosan 1 megoldasa van , mivel
az el6zbek miatt (a°,m")=1, s legyen az xg. Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az xt=tm"+xg, ahol t=0,1,..d-1 megoldasai az
ax=b mod(m)-nek és paronként inkongruensek mod(m).

Megjegyzés: A tétel alkalmazasaként megmutatjuk, hogy ha P egy paratlan prim, akkor (p —1)!E -1 mod(p).
Példaul: Legyen p =7, ekkor (7 - 1)!2 1.2-3-4-5-6. Csoportositsuk a szorzat tényezdit oly médon, hogy az elemeket a
mod (7) vett multiplikativ inverzeikkel allitjuk parba. Jelesil 2-4=1 mod (7); 3-5=1 mod (7), ekkor
(7-1p=1-(2-4)-(3-5)-6 =1-6 =—1 mod(7).

Tétel(Wilson-tétel): Ha P _egy prim, akkor (p —1)!E -1 mod(p).

3 A kbvetkezd internet cimen tdbb adatot is taldlnak a primekkel kapcsolatban
http://primes.utm.edu/largest.html.
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Bizonyitas: Legyen p =2 , ekkor (p —l)!E (2—1)!5 U=-1 mod(2). Tételezziik fel most, hogy P =3,
ekkor barmely olyan @ egész szamra, amelyre teljesiil, hogy 1< a < p —1lteljesiil az is hogy a multiplikativ inverze

ateZ p reprezentalhat6 olyan egesszel, melyre teljesiil, hogy l1<a™< p —1 (Reméljiik a Tisztelt Olvasét nem zavarja,

hogy a maradékosztalyt, s a szoban forgd egészt ugyanazon szimbolummal jeloltiik.) .  Figyelembe véve, hogy
x=x" mod(p)= x*> =1 mod(p) csak x=1 mod(p) illetve x = p—1 mod(p) esetén teljesedhet, adodik hogy
2-3-....-(p=3)-(p—2)=1 mod(p). Ez utsbbit megszorozva 1- (P —1) a tétel allitasa adédik.

Veggye észre, hogy a tétel megforditasa is igaz.

Tétel: Haaz N > 2 egészre teljesiil, hogy (N —1)l= —1 mod(n), akkor az N primszam.

Bizonyitas: Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel , hogy a tétel allitasa nem teljesiil, azaz N nem prim, hanem Jsszetett.
Az, hogy az N Gsszetett azt jelenti, hogy valamely a,beZ -re n=abés l<a<n-1l<b<n-1 Ha a=b,

tegyiik fel, hogy a <MD, akkor (n—1)!:1-2-...-a-...-b...-(n—1)s0 mod(n), s ez ellentmond a feltevésnek. Ha
a=b>2, akkor az (n-1 !:1-2-...-8.-...-28....-(”—1)50 mod(n), s ismét ellentmonddsra jutottunk a

feltevésiinkkel. Az @ =D = 2 eset ellendrzését a Kedves Olvaséra bizzuk.

Tétel(kinai maradék tétel): Ha az mq,mo,...my szdmok pdronként relativ primek és aq,a,...,a tetszoleges
egészek, akkor az

x=a1 mod(mq)
x=ap mod(my)
x=ay mod(my)

szimultan kongruencia rendszernek pontosan egy megoldasa van modulo N (;ahol N=mqmo...my ).

Bizonyitas: Legyen M, = Hmj, ekkor igaz a kovetkezé: ((M i,mi)=l),3 (E(M i_l)e / ) melyre

j#i

teljesiil , hogy (M ‘M ;1 = 1m0d(mi)) .

i=k
Legyen X0=Z ai Mi M ;1 ,behelyettesitve a j. kongruencidba valdban X0=8j mod(mj)—t kapunk, mivel a
i=1

i=k
1 o ‘
; _ . Osszeg . tagja pontosan a; és az Osszes tobbi tag 0 lesz mod(m;). A megoldias mod(N)-re vonatkozo
aiM M. s t tosan gj és az & 5bbi tag 0 | d(m;). A megoldds mod(N) koz6
i=1

egyértelmiiségét indirekt bizonyitsuk. Tételezziik fel, hogy van egy masik Xy~ megoldas, mely nem kongruens mod(N) xg-lal.
Az

X0=4j mod(mj) ésaz
xo‘zaj mod(mj)

kongruencidkat kivonva egymasbol xq -xg=0 mod(mj) -bol (mj)|(xo‘-xo) adodik barmely j=0,1,...,k-ra , s mivel az
mj paronként relativ primek voltak N|(Xq -Xg), ami ellentmond feltevésiinknek.
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