Elemi számelmélet feladatok 2009/2010. I.
[bookmark: _Toc82336828]Feladatok I. : 




1. A számokat háromszögszámoknak nevezzük, ha a azon tömben lévő pontok számát jelöli, amely tömben a pontok szabályos háromszög alakban „n” sorban vannak elrendezve, oly módon, hogy a j sorban pontosan j pont van. A  jelölés t betűje az angol triangular ( háromszög) szóra utal.-[image: haromszogszamok] Mutassa meg, hogy ha egy más mellé helyez egy „n” sorból és egy „n-1” sorból álló tömböt, akkor. Az „n=4” esetet a következő ábra mutatja. [image: egyzet16pont]


2. Helyezzen el most egymás mellé 2 n sorból álló tömböt, a mellékelt ábrának megfelelően( n=4 az ábrán).  Mutassa meg, hogy . 


3. Jelölje  az ötszögszámokat,amelyek a mellékelt ábrának megfelelően egymásba skatulyázott ötszögekben lévő pontok számát adják meg.[image: ötszög22] Azaz a  ötszögszám megadja az egymásba rajzolt k-1 ötszög oldalain lévő pontok számát feltéve, hogy a j. ötszög minden oldalán pontosan j+1 pont van. 

a. Mutassa meg, hogy!

b. Bizonyítsa be, hogy.

c. Bizonyítsa be, hogy az első „n-1” háromszögszám összegeés az n. négyzetszám összege az n. ötszögszám. Azaz mutassa, meg hogy érvényes a következő formula: !


4. A számokat tetraéder számoknak nevezzük, ha a azon tetraéder alakú tömbben lévő pontok számát jelöli, amely tömben n-1 tetraéder van egymásba ágyazva, s a j. tetraéder minden élén j+1 pont van. A következő ábrának megfelelően:[image: tetra4] Bizonyítsa, be hogy az „n.”. tetraéder szám az első „n” háromszögszám összege.
 5.	Oldja meg az alábbi szimultán kongruenciákat: 
(i) x2 mod(3) ,x3 mod(5) ,x5 mod(7), 
(ii) 2x3 mod(5), 3x5 mod(7), 5x7mod(8).


6.	 Keressen olyan m számot, melyre az teljesedik, hogy Zm multiplikatív csoportja nem ciklikus! Egy csoportot ciklikusnak mondunk , ha egy elemmel generálható. Más módon fogalmazva: A G multiplikatív csoport ciklikus, ha G.-nek létezik olyan g eleme, melynek hatványai előállítják G bármely  elemét, azaz bármely . 
7.	Keressen olyan 14<k egészt, p prímszámot és a egészt, melyre p+ta is prím, ha 0<t<k! Szorgalmi.

                 8. (i) Mutassa meg, hogy az  teljesül bármely egészszámra! 

(ii) Keressen az 561-től különböző olyan összetett n számokat, melyekre teljesül, hogy tetszőleges a egészre érvényes az  reláció! (Az n számokat, ekkor Carmichael-számoknak nevezik.) 
                   9. Az n primitív gyök mod(m), ha generálja a [image: ] maradékosztály gyűrű multiplikatív csoportját, azaz n hatványai előállítják a mod(m) maradékosztály gyűrű redukált maradékosztályait. 
(i) Keressen primitív gyököt ( ha van ) m=8,9,10,11,12 esetén.

(ii) Mutassa meg, hogy ha mod(p) létezik primitív gyök, akkor létezik  is ( ha p prím és  pozitív egész)!

(iii) Mutassa meg, hogy  nem létezik primitív gyök, ha  kettőnél nagyobb egész szám!

(iv) Mutassa meg, hogy ha mod(p) létezik primitív gyök, akkor pontosan  inkongruens létezik ( ,ha p prím )! 




10. Legyen  és ha  , számolja ki -t!



11. Legyen  és ha .Mutassa meg, hogy 
12.	 Bizonyítsa be, hogy 5 egymást követő egész szám négyzetének összege nem teljes négyzet.
13. (i) Legyen a=42157 q=231. Határozza meg b-t ill. r-t feltéve, hogy a-t osztottuk maradékosan b-vel és r volt a maradék q a hányados. (ii) 10839-et ill. 11863-at ugyanazzal a háromjegyű számmal osztva  ugyanazt a maradékot kaptuk. Mi a maradék? 
14. Bizonyítsa be, hogy ha n>1, akkor 22n+1 a tízes számrendszerben 7-re végződik.
15. Milyen p prímekre prím p2+2.
16. Oldja meg az alábbi diofantoszi egyenleteket, ha megoldhatók:(i) 38x+117y=209 (ii) 119x-68y=34,(iii)41x+114y=5. 
17.  Határozza meg, a következő számok osztási maradékát: (i)383175  45-tel (ii) 1093555  14-gyel (iii) 439291 -60-nal.
18. Oldja meg a következő kongruenciákat:(i) 12x9 mod(15), (ii) 78x42 mod(51) (iii) 5x26 mod(12) (iv) 90x-18 mod(138). 
19. Oldja meg a (2x)=(3x) egyenletet, és a következőt is , (7x)=705894. 
20. Igazolja, hogy n>2 esetén n,n+1,n+2,n+3 szám közül legalább egynek 2 különböző prímosztója van!
21. Bizonyítsa be , hogy végtelen sok olyan prímszám van, amely nem tagja egyetlen ikerprím párnak sem. 
22.  Legyen  n-edik egységgyök számítsa ki az alábbi kifejezéseket: (i)[image: ], (ii) [image: ]. 
.
Feladatok II.



1. Tételezzük fel, hogy . Mutassa meg, hogy az szimultán kongruencia megoldhatóságának szükséges és elégséges feltétetele az, hogy !




2. Legyen  prímszám, s a egész számra teljesedjen,  hogy . Igazolja, hogy !




3. Legyen egy páratlan prímszám, s a egész számra teljesedjen,  hogy . Igazolja, hogy !







4. Legyen egy páratlan prímszám, s az egész számra teljesedjen,  hogy , . Igazolja, hogy ! Ezt felhasználva mutassa meg, hogy és !




5. Legyen és . Bizonyítsa be, hogy nem létezik olyan  prímszám, melyre teljesedne, hogy .







6. Legyen  prímszám, s az egész szám legyen alakú. Teljesüljön továbbá még az is, hogy nem többszöröse és . Igazolja, hogy ekkor  prímszám!

7. Mutassa meg, hogy az  egyenletnek nincs megoldása a pozitív egészek között!

8. Mutassa meg, hogy  !


9. Igaz-é, hogy  bármely  nem negativ egész  szám esetén. Válaszát indokolja!



10. Bizonyítsa be, hogy osztja az -t bármely  egész szám esetén!


11. Legyen egy prímszám. Lássa be, hogy !




12. Létezik-e olyan racionális szám, amelyre teljesül, hogy bármely és egész számra az is pozitív egész szám. Válaszát természetesen indokolja is! 

13. Igaz-é, hogy ? Válaszát indokolja!





14. Mutassa meg, hogy akkor  is egész szám!  Általánosabban ,- mutassa meg, hogy ha  tetszőleges primszámok, akkor  is egész szám bármely  -re!




15. Legyen  prímszám, s a egész számra teljesedjen,  hogy . Mutassa meg , hogy !




16. Ha  tetszőleges primszámok igaz-e, akkor  hogy ? Általánosabban,- ha  tetszőleges primszámok igaz-e, akkor  hogy ?
 


Feladatok III.


1. Mely pozitív egész -re teljesül, hogy ?  

2. Mutassa meg, hogy az  diofantoszi egyenletnek nincsen  megoldása!



3. Legyen . Bizonyítsa be, hogy az egyenlet akkor és csak akkor oldható meg egészek körében, ha az is megoldható!



4. Legyen . Bizonyítsa be, hogy az egyenlet akkor és csak akkor oldható meg  az egészszámok  körében, ha  !

5. Határozza meg az összes egész megoldását az egyenletnek!



6. Legyenek az nem negativ valós számok. Mutassa meg, hogy az   egyenletrendszernek -re csak egy megoldása van a nem negativ egészek között! Melyik az? Mi ennek az oka? 




7. Mutassa meg, hogy az egyenletnek végtelen sok olyan  megoldása van,  ahol és !



8. Találja meg az  difantoszegyenlet összes primitív megoldását! Az primitív megoldás, ha .   


9. Mutassa meg, hogy az  egyenletnek nincsen pozitív egész  megoldása!



10. Mutassa meg, hogy az  és az  egyenletnek is csak az   megoldása az egészek körében!

11. Határozza meg az  difantoszi egyenlet pozitív racionális egész megoldásait!


12. Mutassa meg, hogy az  difantoszi egyenletnek nincsen a triviálistól különböző  racionális egész megoldása!

13. Mutassa meg, hogy az  difantoszi egyenletnek végtelen sok racionális egész megoldása van!

14. Mutassa meg, hogy az  difantoszi egyenletnek nincsen racionális egész megoldása!


15. Melyek azok a  prímek, melyekre az  kongruencia megoldható?

16. A következő kongruenciák közül melyek azok, amelyek megoldhatóak ? 



17. Mutassa meg hogy, ha  prím , akkor  ! Itt  a Legendre-szimbólumot jelöli.

18. Mutassa meg, hogy 9239 osztja -t !  


19. Melyek azok a  prímszámok, amelyekre  kvadratikus maradék?



20. Mutassa meg hogy, ha  prím, akkor  ! Itt  a Legendre-szimbólumot jelöli.
1
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