2009. XI. 16.
Kvadratikus maradékok

Definicié: Legyen P egy paratlan primszdm és @ egy nem nulla maradékosztily a Z p Maradekosztalygytiriiben,

azaz a€Z, és a;:/O mod ﬁ: Az a e Z  kvadratikus maradéknak mondjuk, ha létezik olyan X, € Z, melyre teljesil,
hogy Xg =a mod (): Haaz Xx*=a mod P masodfoki kongruencia nem oldhaté meg, akkor @ € Z p kvadratikus
nem-maradéknak mondjuk mMod (f):

Példa: Az 1, 4, 9, 3, 12, 10 kvadratikus maradékok Z,,-ban, mivel

1=1mod 13, 2°=4mod 13, 3*=9mod 13 ,
4*=16=3mod 13, 5°=25=12mod 13 , 6°=36=10mod 13 °

Sa2?2 b5 6,7 8 11 maradékosztalyok nem kvadratikus maradékok 213 -ban.

Tétel: A 0 -#6l kiilonbozd kvadratikus maradékok a Z 0 maradékosztalygyiiri multiplikativ félcsoportianak eqy

részcsoportjat alkotjdk.

Bizonyitas: Elegendd a zartsagot, s az inverz létezését igazolni, mivel Z p “ben a szorzds asszociativ és az
egységelem Z | -ben barmely P esetén kvadratikus maradék. Ha @ € Z jés b € Z  is kvadratikus maradék, akkor létezik

olyan X, € Z, és olyan Y, € Z, melyekre teljesiil, hogy Xé =a mod (): és y§ =a mod ():, ekkor viszont

p b
teljesiil, hogy Xg . y§ = €, yoj =a-bmod (): Azaz kvadratikus maradékok szorzata is kvadratikus maradék. Ha

ac anem nulla és kvadratikus  maradék, akkor alkalmas X, € Zp-re teljesiil, hogy Xg =a mod (): és

- _ 172 - =
X, #0 mod ()’. Ezért 1étezik X, multiplikativ inverze XOl € Z, -ben, melyre teljesiil, hogy ((01 _=a ' mod ‘)/ azaz

a™ is kavadratikus maradék a Z p maradékosztaly gytirliben.

Megjegyzés: |. A kvadratikus maradék fogalmaval konnyli megmutatni, hogy azok a P primszamok, melyek
4K + 3 alakuak nem irhatok fel két egész szam négyzetének az Ssszegeként. Valdban egy egész szam négyzete 4 -el osztva

0 vagy 1 maradékot adhat, ezért két egész szam négyzetének az osszege mod € , csak

0+0=0 mod 43.+ 0=1 mod @3.+1 =2 mod G: lehet. Azt is mondhatjuk az el6z6ek alapjan, hogy az

n=x*+ y2 diofantoszi egyenletnek nincs megoldasa, ha N =3 mod 4:

II. Az is kdnnyen megmutathato, hogy végtelen sok p =4k —1 alaki primszam van-, a kvadratikus maradékok azon
tulajdonsaganak a felhasznalasaval, hogy csoportot alkotnak. Indirekt bizonyitsunk! Tegyiik fel, véges sok 4k —1 alaka
primszam van. Jeldlje azokat rendre p,, P,,..., Pyss P =—1mod 4 g. A N =4 p,p,...p_; Py ? 1 széamnak a prim osztoi
kozott kell lennie legalabb egy q =4k —1 alaka primszamnak. ugyanis, ha mindegyik primosztéja N -nek 4k +1alaku,
akkor azok szorzata is kongruens volna 1- gyel modulo 4, de ez lehetetlen, mivel N =-1mod 4 . A gq=4k-1 prim
nem egyezhet mega p,, P,,---» Py1» P Primek egyikével, sem mivel azok kozll barmelyikkel is osztjuk N -t

maradékul -1 -t,s nem 0 -t kapunk.
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Definiciéo: Legyen P egy paratlan primszdm és aegy P -vel nem oszthatd egész szam. Az (3, Legendre®

1, ha a kvadratikus maradék mod p
-1 ha a nem kvadratikus maradék mod p '

(-2

Példa: Kénnyen ellendrizhetd, hogy :
3 5 6

szimbolumot ekkor a kdvetkezé modon definialjuk o _{

Tétel ( Euler-kritérium): Legyen P _egy pdratlan primszam és aeqy P -vel nem oszthatd egész szdam, ekkor

a -
—|= *mod p .
5

a -
Bizonyitas: Tegylk fel, hogy (— =1, ekkor létezik olyan X, € Z p melyre teljesiil, hogy X§ =a mod ()/.
p

©-1 -1 ~ -
Alkalmazva  az  Euler-Fermat  tételt a 7 =€ D % =€ "'=1 mod@ , adodik, hogy

a ©-1) - a -
a(—jza /émod() . A masik lehet8ség, hogy [— = —1 azaz, ekkor az X’ =a mod €@ masodfok
- p

kongruencidnak nincs megoldasa. A linearis kongruencidkr6l tanult tétel szerint az esetben, ha az

ieZ,,i=0mod p akkoraz Ij =a mod ()/ linearis kongruencianak csak egy i = jeZ, maradékosztaly tesz eleget.

Azl 2, .., p—1 szimok kozbtt pontosan ¢ _1/:5 olyan ,ij” par van, amelyek szorzata a, s ez azt jelenti, hogy
¢©-11= a.p_% mod @ _. S a Wilson-tétel szerint, mivel p prim ekkor € —1T=—1= (%j = a‘pi% mod @ |, s
ezzel a bizonyitas kész.
Példa: Legyen p=29 é a=7, ekkor (ZLQ]E (=97 =¢9:¢9°=¢9_¢L> =
(—9;(—6?1 = (—9;7- (—6: = (—4;7 =-28=1 mod Q9: valéban kvadratikus maradék Z,,-ben, mert

6° =36 =7, mod €9 : Ellendrizze, hogy [%j =-1!

Tétel: Legyen P egy pdratlan primszdm és @ és b p -vel nem oszthaté egész szamok, ekkor

! %fr{enn—ﬂz‘;ﬁe Igyemfre 6752—18}}) eqy Jomédic csalidba sziletett. 1775-1780 Kbzbtt az FEeole jz;fitaire—nef volt a
professzora Piarizsban, majd 1795-ben neveztek ki az Feole Nermale professzorinak. ﬁeﬁzcnyiﬁotﬁa a Emsz—&ejﬁéﬁ n=5
esetén , azaz megmutatta, /ﬂvjy az x° + y5 =7° difantoszi gz}/en/étne/q csak triviilis megoldisai vannak a raciondfis gjeifzekd

kérében. ;zz . ﬂ}ﬂeﬂ&; de Je?ame?rz'e . f&nyve eqy évszdzadon keresztii a J'o’ gz}/etemz' tankdﬁnyv mz'ntt{;’a velt.
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(Yhaa=b mod@ = (%J{%)
o(3)G)-(5)
i) [%J =1

A bizonyitas az olvaséra marad.

Tétel: Ha a P _egy pdratlan primszdm, akkor (_—1} = {—::II.-’, l;}z Fp) 2];lml?ncl)d¢i:

p

Bizonyitds: Az Euler-kritérium felhaszndlasaval adodik a p=1 modc: esetben, hogy

-1 -1 4k+1 -1 4k k -
(—js (—lf /éz -1 Kz -1 % = 1%= 1% =imod p.Sa p=-1 mod€ esetben, hogy

et T e T a2 e R = €T

Tétel(Gauss’>-Lemma)): Legyen P egv pdratlan primszém és ¢, p} 1. Jelslje

-1
Saz a,2a,3a,..(pTJa maradékosztalyok kéziil azoknak a szamat, amelyeknek a legkisebb nem negativ reprezentdnsa

nagyobb, mint g .ekkor (Ej: (1j
p

-1
Bizonyitas: Jeldlje U;,U,,...,U az a,2a,3a,..[p7ja maradékosztalyok kozil azokat, melyeknek

legkisebb pozitiv reprezentansa nagyobb, mint g , Vi,V5,...,V, jeldlje azokat amelyeknek legkisebb pozitiv

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Sokan minden id6k legnagyobb matematikusanak tartjak.
1801 nyaran jelent meg Disquisitiones Arithmeticae c. konyve.T6bb adatot talal a kovetkez6 konyvekben: W K
Biihler, Gauss: A Biographical Study (Berlin, 1981).;G W Dunnington, Carl Friedrich Gauss : Titan of Science (New
York, 1955). ;T Hall, Carl Friedrich Gauss : A Biography (1970). ;G M Rassias (ed.), The mathematical heritage of C
F Gauss (Singapore, 1991).
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P

reprezentansai kisebbek, mint o A p—-Uu,p—-U,,.., Pp—UV,,V,,..,V, maradékosztilyok szama pontosan

-1
(pTJ Tovabba barmely p—uUu; maradékosztaly inkongruens barmely masik p-u; maradékosztallyal, ha

i#] -vel. Az sem fordulhat el6, hogy valamely i,j -re p-u;=v; mod(J: ugyanis, akkor

Ozvj +U; mod():, s ez ellentmond annak, hogy a p-—u;,v; maradékosztalyok legkisebb pozitiv
reprezentansai kisebbek, mint g Ez viszont azt jelenti, hogy a pP—U;, P—U,,..., P—UNV,, V..,V

p-1

maradékosztalyok  sorrendt6l eltekintve megegyeznek az ].,2,...,(7)maradékosztélyokkal, ezért

-1 ~
¢ —ul; ¢-u, : ¢ -u, \~...Vl V, tV, = (pTJI mod @ .. Ez utdbbi azonossaghdl viszont az adodik,

hogy €130 Uy Uy -V, -V, -, E(pT_lj! mod @ . Figyelembe véve, hogy
p-1 ~ " .
Up Uy e Ug -V -V, -V, = 8,283,348, . - a mod@ . kovetkezik, hogy
Pl _ _ - _ bt -
¢1>.a? ( p2 1}!5( p2 1)! mod @ . S mivel (p,[ple!] =1,azért €15=a? mod@ s azEuler-

a o1
kritérium felhasznalasaval adddik, hogy [—J =€ 2 = (fj
p

2 P
Tétel: Haa P _egy pdratlan primszam, akkor (— = -1 8 .

p

Bizonyitas: A Gauss-lemmaban szerepl6 S szimbdlum most azt mondja meg, hogy az

-1
1.2, 2-2,3-2,...,(%)-2 szamok kozott, hany olyan van, melynek a legkisebb pozitiv maradéka nagyobb mint

g. Figyelembe véve azt, hogy az 1‘2,2'2,3-2,...,2-j,...,(pT_lj-Zszémok mindegyike kisebb, mint p

elegend6 6sszeszamolni azokat, melyek kisebbek, mint g Azon pozitiv egész | -k szdma, melyekre teljesil,

hogy 2] Sg nyilvdn megegyezik % egész részével azaz [gJ -gyel. Az el6bbiek alapjan s=p74—{§J és
, . . p-1 | p|_p*-1 NP ,
most mar elegend6 azt megmutatni, hogy S:T_ Z ET mod 2 . Kénny( latni, hogy p paratlan
2_
ha p=8k+tl = P lEOmod 2
volta miatt 1 . Tovdbba annak az igazoldsa, hogy ha
ha p=8k+3 = pTzlmod 2
— 8k+1 -1
p=8k+1vagy p=8k+7 akkor s:pTl—[gJ:T—[Zk+%J=4k—2kEOmod 2 illetve
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_ 8k+7 -1
Sszl_{EJZ_FT_{Zk*—gJ: 4k +3 — 2k+1 =0mod 2 nem tiinik nehéz szdmolasnak. Ha

_ 8k+3 —1
p=8k+3vagy p=8k+5 akkor s:EEE-{EJ:——ié———-[2k+§J: 4k +1 —2k =1mod 2

- 8k+5 -1
illetve S:pTl_[gJ:jLT_LZlH_%J: 4k +2 — 2k+1 =1mod 2 is teljesen hasonld

szamolassal megkaphatd. S ezzel a bizonyitas kész.
2 2 2 2 2 2 2 2
o (7) L(l?) ]"(zsj L(BJ J’(mj ]"(5) l(19j l(mlj

Lemma (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852)): Legyen P _egy pdratlan primszam és _legyen a is egy

3
|

a
olyan paratlan szam, amelyre még az is teljesiil, hogy Q, p:: 1. Jelslie T Q, p:: Z J

- ekkor
j=1 :|
(EJ:(iﬁaﬁ
p -

Bizonyitas: Jeldlje U, U,,...,U az a,2a,3a,..., (DT_lJa maradékosztalyok koziil azokat, melyeknek legkisebb

pozitiv reprezentansai nagyobbak, mint g A V,,V,,..,V, jeldlie azokat, amelyeknek legkisebb pozitiv

. ja . . ,
reprezentdnsai kisebbek, mint g . A maradékos osztds tétele alapjan jJa = p{l— +maradék , s itt a maradék
p

-1
természetesen U;-t vagy valamelyik Vv;-t jeloli. Az el6bbi (p jegyenletet Osszeadva az adddik, hogy

Pl Pl
2 . 2 Ja S t )
Z ja= Z p{—} + Zui + Zvj . A Gauss-lemma bizonyitasanal belattuk, hogy
j=L j=1 i=1 j=1
p-1

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

p-1 p1  pd p1

& <. <[ ; 5 . :

Z Ja—ZJ = Z p| — |— psS+ ZZ:ui , amibdl Q—lzj =pT @ p - pS+ZZ:ui adodik. Figyelembe
j=1 j=1 j=1 p i=1 j=1 il

véve, hogy a is és pis paratlan szam 0=T @, p:— s mod Q:, s a Gauss-lemmadbdl kapjuk a kivant eredményt

Eﬂ:(@:(ﬂ”l
p
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Példa: Szamoljuk ki a lemma segitségével (%J,(%‘j-t Hatdrozzukmega T 11,7 ésa T 7,11 értékét!

7-1

(7). -

T 1.7 = z {%1}:[171}+{§}+[3_; =1+3+4=8. Lithato, hogy a mellékelt abra T, haromszdgébe esd
j=1

egész koordindtaju pontokat szamoltuk 6ssze. Oly mddon, hogy az egy oszlopba esGket 0sszeszamoltuk, majd

()

Ossze adtuk. llletve a T 7,11 = > J—q:[1}{&}{2—1}{@}{%}=0+1+1+2+3:7 esetében a T,
= L11 11 11 11 11 11

haromszog egy-egy sordban lévs egész koordinataju pontokat szamoltuk 6ssze, s a kapott szdmokat dsszeadtuk.

Az is vilagos, hogy azon T téglalapban elhelyezked egész koordinatdju pontok szamaval egyezik meg a T,, T,

haromszogek belsejeiben |év6 egész koordinatdju pontok szama, amely T téglalap tetsz6leges
7 11 11

X,Y € Tpontjira teljesiil, hogy 0<X<E, 0<y<3. Az is lathaté, hogy az y=7x egyenesnek a

T téglalap belsejébe es6 szakaszan nincs egész koordinataju pont.

y=(11/7)x

® o—9@ = )
1,0) (2,0) 3.0)

0.0)]

értékét
Tétel (Kvadratikus Reciprocitas Tétele): Legyenek P,q pdratlan primszamok, ekkor

(-

Megjegyzés: Az els6 teljesen hibatlan, részletes bizonyitasat a kvadratikus reciprocitas tételének Gauss adta.

p

T p,q megegyezik e szoveg utdn szerepl6 abra T, haromszogébe esé egész koordindtdju pontok

T ap

Bizonyitds: Lényegében azt haszndljuk fel , hogy (B = -1'", a) 17" ahol
q

szamaval,illetve megegyezik e szOveg utan szerepld abra T haromszogében szerepl6 egész koordinataju

pontok szamaval. Figyelembe véve, hogy [E 192 TP TP o g TROTTER 1 mivel
q)\p

a két haromszogben szerepl6 egész koordinataju pontok szama pontosan kiadja a T téglalapban elhelyezkedd
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egész koordinataju pontok szamat. Ertelemszer(ien a T téglalap tetszéleges X,y €T pontjara, most

-1 -1
O<x< o O<y< qT . S ezzel a bizonyités kész.

y=(p/a)x
(0.(a-1)/2) ((p-1)/2,(g-1)/2)

=

(0,0) = X (p-1)/2.0)

’

Euler a kvadratikus reciprocitas tételének a kovetkez6 atfogalmazasat adta, amely nagyon hasznos konkrét kvadratikus
maradékok kiszamitasara..

, ~ ~
Tétel: Legyenek P, q pdratlan primszdmok és Q, p = Q,q /:1 tovabba tegyiik fel, hogy

p=+q mod@a |, ekkor (EJ = (EJ.
p q

Példa: Szamoljuk ki (%j tudvan, hogy 713 =23-31 ,s 1009 -rél pedig tudjuk, hogy prim. Ekkor

713 23 J( 31 ) Felhasznalva, hogy 1009 =4k +1lalaki egész irhatjuk, hogy ( 23 J=(1009),

1009 1009 ) {1009 1009 23
i = @ . A kvadratikus = maradékok, illetve a  Legendre-szimbdlum  tulajdonsagai  miatt
1009 31

1009 20) 2°5 5 23 3 5 2 , . ) N
—|=|l—|=|—|=|=|=|—|=|=|=|=|=]| = |=-1. Hasonld6 moddon, egyszerli szamolassal
23 23 23 23 5 5 3 3
. 1009 17 31 14 2 7 7
megkapjuk, hogy — 1=l === I=l=s =l =l === =
31 31 17 17 17) \17 17
2
= gj = E] =— Z] =— ﬂj = 2— = —1. Visszatérve a kezdetekhez (ﬁj(ij =-1.--1=1Az
7 7 3 3 3 1009 ) \ 1009

713
1009

egész X; szamok, melyek négyzetét maradékosan 1009-cel osztva 713-t kapunk maradék gyanant, Xi2 =1009k + 713.

adodik, hogy ( j= 1 azaz 713 kvadratikus maradék a Zp maradékosztaly gylrliben, azaz 1éteznek olyan racionalis

Pepin teszt
m
Jeldlje F,, = 2"+ 1 az m. Fermat féle szamot, mivel F,, az m novekedésével nagyon gyorsan né,

mar kicsi m esetén is sok szamoldst igényel annak az eldéntése, hogy F;, primszam-é vagy sem. Emlékeztetjiik a

7
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Tisztelt Olvasdt, hogy egy szabalyos n oldalu sok szog, akkor és csakakkor szerkeszthet6 korz6vel és vonalzéval,

euklideszi értelemben, ha az n primtényez6s felbontadsa a kévetkez6 alaki n = ok P1Py. . .Pr_1 0+ ,ahol k

nem negativ egész,sa py, Py - . ., Pr_1,Pr kildnbdz8 Fermat-féle primek. Fermat azt hitte, hogy Fy, mindig

prim, ha m egész és 0 < m .-Valdban kicsi m -re: Fy =

2 3
F, = 2 41 =17, Ro= 22 +1 = 257, Fp, =22 +1 = 65537 rendre prim. Eulernek

azonban sikeriilt megmutatnia, hogy 641 osztja Fy -t felhasznalva azt a tényt, hogy 641 = 2% 4+ 5% Némi

toprengés aran beldthato a kévetkez6 szamolas korrekt volta

4

28 5.2/ 41 =

28 _

Fpo=22 41 =228 41 = 641 -5 2% 4+ 1 =641-2

28

= 641 - 2 641 — 1% +1 = 641 228 — 6413 + 4 .641%2 — 6 - 641 + 4

m
Tétel (Pepin teszt): Az £, = 2°

Fy —y
2

3 = -1 mod Fy,

+ 1 Fermat-féle szam akkor és csak akkor primszam, ha

Bizonyitas: Mutassuk meg el6szor azt, hogy ha a tételben szereplé kongruencia feltétel teljestl , akkor

F., prim.
F, —%
A 3 = -1 mod Fy, azonossag mindkét oldalat négyzetre emelve
3fn 1 = 1 mod F, addédik. Ha F,, nem prim, akkor létezik egy olyan p paratlan prim osztdja, amelyre
- n o . . F.o—1 _ b
teljesiil, hogy p < 1me ., ekkor nyilvan az is teljesil, hogy 3™ ™ = 1 mod p Ez utébbi viszont azt

2m

jelenti, hogy 3-nak a p-re vonatkozé rendje ord,3 osztja Fy, — 1 = 2° -t, azaz 3-nak p-re vonatkozo

rendje 2-nek valamely egész kitevGs hatvanya kell, hogy legyen. 3-nak a p—re vonatkozd rendje ordp3 nem

Fo -1
. om 1 Fp—1 . , . " é ,
osztja 2 = T -t, mivel a feltétel szerint 3 = -1 mod Fy, s gy
22’”—1
3 = —1 mod p is teljesil. Ezért ordp3 = F, —1 < p -1 .S ez ellentmond annak, hogy

p < #Fm . S ezzel a bizonyitas az egyik irdnyba kész.
Tegyiik fel most azt, hogy F,, prim. S mutassuk meg, hogy a kongruencia feltétel teljesiil. A kvadratikus

3 F 2
reciprocitas tételébdl [—J = (—mj = (—) = —1 ,mivel Fj, = 1mod 4 és F, = 2mod 3 .Az

Fy, 3 3
3 Fm—l/
Euler-kritérium alapjan viszont tudjuk azt, hogy | — | = -1 2 mod Fp, . E két eredményt
m
F,-1
Osszevetve 3 2 = -1 mod F, -tkapjuk.
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Jacobi 3szimbo6lum

Definicio: Legyen n egy paratlan pozitiv egész, primfelbontasa pedig a kdvetkez6 n = pfl p§2 ... pg{“ és
aegy n-hez relativ prim egész, ekkor a Jacobi-szimbolumot a kovetkezé formuldval definialjuk:
& & tm
(E) _(a)] (a2} (2
n <l Py Pm

Tétel: Legyen n egy pdratlan szam és legyenek @ és b _n-hez relativ prim egészek, ekkor

(hhaa = b mod n = (3) B (fj
wf3)- () - (%)

_ n-—1
(iii) (—l) = -1 é

n

UZ—%///
iv) (zj = -1 8 .

n

Tétel (Kvadratikus Reciprocitds Tétele Jacobi szimbdlumra): Legyenek n, m pdratlan relativ primek,

aor (2). (%) = 1 [FH).

3 carl Gustav Jacobi (1804-1851) egy j6 méda német bankdr csaladdban sziilletett.
Otthon kitlnd képzésben részesiilt. A berlini egyetemen tanult Euler munkdibd1.1825-
ben doktordlt, s 1826-ban mar a Kdnigsbergi egyetemen elbadd, s 1831-ben nevezik ki
egyetemi tandrnak. Alapvetden hozzad jarult a széamelmélet, az analizis, mechanika
fejl&édéséhez.



