LANCTORTEK

Az euklideszi algoritmust, ha alkalmazzuk valamely a,b € Z@Z,b#0 szam parra, akkor az
létrehozza a hanyadosok (,0;,d,,...,0,_1 és a maradékok I,l;,I;,...,I,_;,I, sorozatit. Legyen példanak
62=2-23+16

okdul a,b = 62,23 . Az euklideszi algoritmust végre hajtva adédik, hogy: %8 212-.-]7-64——}-27 . Ezeket az
7=3-2+1

azonossagokat osszuk el rendre a benniik szerepld, hanyadosokkal. Azaz az i. azonossagot ¢ -vel 0sztva, adodik,
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racionalis  szam
lanctortbe  fejtését. A konkrét példaval teljesen analog moéddon  lathatdo, hogy ha
ab eZ®Z,b=#0, ab =1 szamparra alkalmazzuk az euklideszi algoritmust, akkor az b raciondlis
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szamot a létre jott hanyadosok Q,0;,0,,...,0,_1,0, sorozataval az b =0, + -
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irhatjuk.
Definicio: A

alakba
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n ~tortet véges lanctortnek nevezziik, ahol az

% <R tetszéleges valds szam és az 8,8y 8y 1,8 ER, pozitiv valds szdmok. Az egyszeribb irdskép

kedvéért gyakran (1)-t A& aiba irjuk.
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& ~tortet véges egyszeri lanctortnek nevezzik,

ahol az % SR tetszéleges valos szam és az a,,a,,..,a,,,a, €Z, tetszOleges pozitiv egész szamok. Az

t a,a,,.,a,_4,a,

egyszerlbb iraskép kedvéért gyakran (1)- alakba irjuk.

Az ‘O’al’az’"" -1 8y formulaban szerepld l— szimbolum, szogletes zardjel utal arra, hogy
lanctortrél van sz6. S reméljiik, hogy a Kedves Olvaso a szoveg kornyezet alapjan el tudja donteni, hogy adott

esetben az l‘o_ formula az “°-t illetve annak az egész részét jeloli. Elemi szamolas mutatja, hogy

1 a@+1 - 1| a,€a,+1%a,
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0= G=g+ ="G, Ioaiaz_{aoaﬁaj )

tovabba az is
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igaz, hogy illetve
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dp,a1,a9,...,84_1,85 =dp + =|:a.0, &,89,...,apn_1,p :I
dp,ap,...,dn_1,an

Tétel -'—: Legven a tovibbiakban

Po=28, Po=ad+l p,=a, aa,+1 +a, .. Pj =a;Pj1+ Pz
o =1 O =&, q, =a,a +1, waj =80, 45,

} 2<j<n €, ekkor

C, z[ao’al'az""'aj—lvaj]=%,
J

n=0,n=1

Bizonyitas: Igazoljuk a fenti Gsszefiiggést " szerinti teljes indukcioval. Az "eset az

elézbek alapjan igazoltnak tekinthetd. tegyiik fel, hogy n -ig igaz, s mutassuk meg, hogy akkor n +1—re is
teljesiil a tétel allitasa. Azaz tegyiik fel, hogy érvényes az
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Tétel (L'Z’Z Ha N >2 , akkor Prln-1 — Pnaly = (‘1/ (_4

- és

Osszefliggések teljesiilnek.
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Bizonyitas: Az ('3 - illetve az ('2 - képletek felhasznalasaval
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tétel ¢ - formuléja. Az ¢ —-t végig osztva G- -gyel adodik az G képlet.
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Tétel (L's -: Ha n= 2, akkor Paln-2 = Pnolhh = (‘123.” (‘6: &s 4, 0. 0.0s-2
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Bizonyitas: Az ('3 - ('2 - illetve az ('4 - képletek felhasznalasaval
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Kovetkezmény: 1. Ha C = Pw , akkor PO ) Valéban, ha
O«
y = d = Y y S Z d + h = . =

PO k %01 Yo k | Pi %o + yo. Az ('4/ szerint viszont, ha”0 = Pn-1: Yo =t , akkor

PX +0 Yo = -1 <

nyerjiik az ~.0sszefliggést. Az —-t végig osztva -vel adodik az ' ~ képlet.

azaz Valc')bandk :1. Valoban, ha P, ,0, =0, ,akkor VX,y €Z esetén a d,

osztani fog barmely egész szamot, mely P, X+0,Y alaku, azaz dk | P Xx+q.yY .Az X=0Q,_; ,\Y=—"DP,

valasztis mellett d, | POy =0 Py = -1 “! azaz ekkor d, =1
k
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Tétel: Ha N>1, akkor Q, = Q,_; és az éles egvenldtlenség teljesiil, ha N >1.

Han=1=0,=10,=a,21. Ha n=22=4q,=a,q,; +q,, >0, +1 , ezért q, >0,

és g, =n.



Legyen o egy irraciondlis szdm, definidljuk az a, = o, ., o,,, =—— sorozatokat
O — &

rekurziv médon. Az C = a,,8,,...,a,,... végtelen lanctdrtet az O lanctortjének nevezziik.

Tétel: Haa C, = a,,8,,...,a, ,akkor IImC_ =o.
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Példa: Legyen o.=+/6 , ekkor @, =[x/6]=2, o, = =
V-2 gl 2
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Definicié: Az @,,d,,...,a,,... lanctdrtet periodikus lanctdrtnek mondjuk, ha létezik egy olyan N,

és P egész szam, hogy ha N> N, , akkor a,,, =@, . Az el6z6 mondatban szerepl§ P természetes szamok

koziil a legkisebbiket P, -t lanctdrt periddusianak mondjuk.

Tétel: Az OU valds szam lanctortie, akkor és csak akkor véges, ha O raciondlis szam.
Tétel: Az O valds szam lanctortie, akkor és csak akkor végtelen periodikus lanctort, ha o
mdsodfoku algebrai szam.

A d szamot négyzetmentesnek mondjuk, ha a primtényezds felbontasiban barmely P j prim csupan

elsd hatvanyon fordul eld, azaz d felirhato d = p,p,...p, alakban, ahol a P,,P,,..., P, rendre kiilsnbozs
primeket jeldlnek.

Definicié: Az X° — dy2 = +1egyenletet, ahol d >1 és négyzetmentes egész Pell-féle egyenletnek
nevezzik.

Megjegyzés: Az X2 —61y2 =1 egyenletnek az egyik megoldasat
X, =1766 319 049, y, =226 153 980 mar Bhaskara' megadta.

Példa: Az « =\/E=[3,M] periédusdnak a hossza 5-t. A X° —13y2 =1 egyenlet
pozitiv egész megoldasai, a Pyg;_1,0;0j-; alaka szamparok lesznek, ahol J=1,2,.... S a legkisebb pozitiv
egész megolddsa a Py =649,0, =180 lesz. S az X° —13y® = —1megoldésai a Pioj6:0i0j 6 alaki

szamparok lesznek, ahol j =1,2,.... S a legkisebb pozitiv egész megoldasaa P, =18, q, =5 lesz.

! Bhaskara (1114-1185) Indisban Biddur-ban sziiletett. Az  Ujjain-ben 1év6 csillagvizsgald
vezetbjeként dolgozott. Tobb konyvet is irt (Lilavati, 4 szépség, Bijaganita, A szamldlds alapja) melyek
indidban sokaig az algebra, geometria , szamelmélet tankdnyveiként szolgaltak. ugyancsak fontos volt a a
csillagészatrol irt Siddhantasiromani ¢ kényve is.



