Grafikus sorozatok
Jellie D= c.d,.d, vy 4,0y Oy, az egyszerli V=V G ] csicspontd

graf fokszamsorozatat. Nem negativ egészek A= g),a11---1an_21an_1 ~ sorozatat grafikus
sorozatnak mondjuk, ha van olyan egyszeri G G,@,V: graf, amelyre teljesiil, hogy
V= R X e Xy g0 X és d := a, @<i<n —1: Altalaban a sorozat elemeit nagysaguk

szerint csokkend sorrendbe irjuk le azaz a; >4, .

Tétel(Havel-Hakimi'): A D= i,dl,dz,...,ddo_l,ddo,ddoﬂ,...,d\,_l ~ nem negativ

egészek  sorozata, akkor — és  csak  akkor  grafikus  sorozat, ha a

D= -1d,-1..,d,, -1dy —~1,d,,;,...d,,.d,, sorozatis grafikus sorozat.

Bizonyitas:

I.. Tegylik fel eloszor, hogy a D' grafikus sorozat. Ez a feltevés azzal ekvivalens,
hogy létezik olyan G'G',¢',V': graf, amelynek fokszamsorozata D'. Azaz, ha x, eV',

d€ =d, -1, hal<i<d,

1€ >d,. had, Licy 1A G € ¢ V') grafbol oly modon készitsiik

akkor d € = {

ela GE,pV : grafot, hogy a G' €',(p',V': graf csucsaihoz vegyiik hozza az X, csucsot és az
X, -t kosse Ossze él X;-vel, ha 1<i<d,. Valoban, ha x, €V G::V =V'u )Q) :, ekkor

d € :: d.,azaza G€,p,V : graf fokszamsorozata valoban D .

II. A mésodik esetben azt tételezziik fel, hogy van olyan G €,pV  graf melynek
fokszamsorozata D. Meg kell mutatnunk, hogy létezik olyan egyszerii G'G',gp',V': graf,

melynek fokszamsorozata D' . Két esetet, « illetve S esetet kiilonboztetiink majd meg.

a; Az a esetben feltételezziik, hogya G € ,go,V: grafunk olyan, hogy az X, -t ¢l

~

koti ossze x;-vel, ha 1<i<d, és ha x, eVG =V =V'UR , ekkor d§ =d,. Ha a

A

LA tételt egymastol fiiggetleniil kozolte V. Havel, [A remark on the existence of finite graphs (Czeh),Casopis
Pé&st. Mat. 80 (1955) 477-480] és  S. L. Hakimi [On the realizability of aset of integers as degrees of the
vertices of a graph, SIAM J. Appl. Math. 10 (1962), 496-506].



G €,¢,V: graf X, cshcsat toroljik ( és persze ekkor toroljik az osszes Xg -ra illeszkedé élt

is) a kapott G'=G — 7% graf fokszamsorozata pontosan D' lesz.

B Tételezzilk most fel, hogy a GG,(p,V: graf csucspontjainak

X = 41,ij e } ahol €< j,,j,,n i, SdO: halmazanak egyetlen egy eleme sem
szomszédos X, -lal. Vegyiik észre, hogy X nem iires (|X| #0)azaz X -nek létezik legalabb

egy eleme (|X|21), egyébként az o esetr6l volna szd. Ekkor létezik GG,(p,V:

\

csucspontjainak  egy  olyan Y = ){1 K, e Xy x ahol €@, <k, k,,..k, <v-1

részhalmaza, amelynek minden egyes elemét él koti 6ssze X, -lal.

Lassuk  be, hogy Iétezik  olyan J,k, amelyre teljesiil, hogy
ie Riisedn Bske BK,,k, & d€ >d&, . Ha az eléz feltétteleknek egyetlen
J,k par sem tesz eleget, akkor ez a D sorozat monoton csokkend volta miatt azt jelenti,
hogy j,=ij,=..=J, =k =k, =..=k,. Ekkor a G€,pV graf csicsait at lehet ugy
indexelni, hogy ismét az o esethez jutunk. Tehat feltehetjiik, hogy van olyan j,k par
amelyre teljesiil, hogy X; € X és x, €Y tovdbbd d (j ;> d €, : Abbol a ténybdl, hogy a
G E,q),V: graf egyszeril és az X, csucsanak a foka nagyobb mint az X, csucsanak a foka
az adédik, hogy G-nek van olyan X, csucsa, melyet €l kot 6ssze X; -vel, de nem szomszédos

X, -val.

? Az abréanak megfelelé kapcsolot , ahol is a kapcsolés azt jelenti, hogy az Xo Xy ésaz X; X kozotti

Osszekotetést megsziintetjiik, viszontaz X, X, illetvez X, X, kozott 6sszekotetést létesitiink Ryser

j
kapcsolonak szokas nevezni Herbert John Ryser cikke nyoman. Lsd. H.J.Ryser, Combinatorial Mathematics,
Carus Mathematical Monographs, Vol. 14. Mathematical Association of America, Washington D.C., 1963.



Jeloljik G, =G, €,,¢,.V, :-gyel azt a grafot,amelyet G-bol oly mddon kapunk, hogy
toroljiik az X, -t az X, -val és az X;-taz X,-mel 0sszekotd €lt €s hozza vesszik az X, -t
azx;-vel és az X, -taz X, -val osszekotd 0j €leket. Ekkor a G és G, grafok fokszamsorozatai

megegyeznek (bar az eléfordulhat, hogy G és G, grafok nem izomorfak) és a G, grathoz

tartozO6 X’ halmaznak eggyel kevesebb eleme van, mint G-hez tartozé X halmaznak.. Az

elébbi eljardst n-szer megismételve az o esethez jutunk. S ezzel a bizonyitas kész.

A tétel alapjan konnyli megadni egy olyan hatékony algoritmust, amely egyrészt

eldonti ,hogy egy adott A= %,al,---,an_z,an_l ~sorozat grafikus-e vagy sem és igenld
valasz esetén meg is ad egy grafot melynek fokszdmsorozata A= %,al,---,an,z,an,l A

tétel ugyanis valamely A= d) ydy,.ndy 5,8,y sorozat grafikus voltat visszavezeti eggyel

kevesebb elemii sorozat grafikus voltanak az eldontésére ( S a sorozat néhany eleme is

legalabb eggyel kisebbek lesz).

Példa: Legyen adotta G graf, melynek fokszamsorozata D, = € 4,3,3,2 ,2:.

D~=(4,4,3,3,2,2)

b

A tételiink miatt, ekkora D, = €,2,2,1,2 :: €222 ,1: sorozat is grafikus sorozat. S6t
a D, fokszamsorozatbol elkészitett D, = (,1,1,1: sorozat is az. A D, sorozatnak megfeleld

grafot konnyen lerajzolhatjuk 4 csticspontbol all és mindegyik csucsanak foka 1.

Az (111 sorozatnak megfelel grafbol

— készitsik el a D, =€2212 -€2221

D=(1,1,1,1) \
D, = €2221 sorozatnak G, megfeleld grafot.



S A D; fokszdmsorozatnak megfeleld G, grafbol
D.=(3,2,2,2,1) legyarthat6 egy Do fokszdmsorozati G graf is.

Konnyl észrevenni, hogy a G; graf és a G graf nem
G, izomorf, mivel Gi-ben a 2 masodfoku csucspont (e és f )

of szomszédos, mig G-ben nem.

(OX J

Feladatok:

1. Allapitsa meg, hogy a kovetkezé fokszamsorozatok koziil, melyik grafikus! A;
(5,5,4,4,2,2)B; (544,333 9C; (54,4,4,33)D; (2,22,21,1)

2. Mutassa meg, hogy nem létezik olyan egyszeri graf, amelyre teljesedne, hogy

barmely két csticspontjanak a foka kiilonbozd!



