Grafok osszeszamlalasa

Jelolje G, ((: azt a polinomot, amelynél az x* egyiitthatoja pontosan a k élii p

csucspontu cimkézett grafok szama, ekkor

G, € = Z( Jx — ¢+x7, ahol m= (pJ
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4 csucspontu 5 ¢l graf csucspontjainak 6 kiilonb6zo6 cimkézése.

m
Megjegyezziik, hogy az (kj szimbolum az un. binomidlis egyiitthatdt jeloli.

Ismertnek tekintjiik (s késébb meg fogj uk mutatni), hogy
m m  m@-1%-2..¢-€- 2\}1 «-1_ | ahol oz
k)  @-kIkl 1. 2...(—1}/

m=1.2-3.€-2 -1H szam az m-faktorialist jellte. Megallapodas szerint 0! = 1.

A G, & _ fiiggvénybe egyet helyettesitve megkapjuk a p cstcspontd cimkézett

0=

egyszerli grafok szamat G, C=1+1)"
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8 harmadrendii cimkézett graf.

A G graf donmagara torténd ¢ kolcsondsen egyértelmili (bijektiv) leképezését G
automorfizmusanak mondjuk, ha G-nek tetsz8leges két Vv;,v; cstcsat, akkor €s csak akkor
koti €l Ossze, ha képeiket is (/)(i:jp(j; ¢l koti ossze. A G graf automorfizmusai a
leképezések egymas utani végrehajtasara nézve csoportot alkotnak, e csoport elemeinek a
szamat jelSlje : |aut GI

I
Tétel: A p csucspontu G graf kiilonbozé cimkézéseinek a szama | (3/ P
[t G T’
10 ! 8 ; 120

Az abran 4 6t csucspontu Euler-graf lathato. Az egyes grafok alatt lathaté szam az adott graf automorfizmus
csoportjanak a rendjével ( elemeinek a szamaval) egyezik meg.



Tétel: Azon p csucspontu cimkézett egyszerii grafoknak a szama, melyeknek minden
p-1
")

Bizonyitas: Egy-egyértelmii megfeleltetést hozzunk létre a p-1 csticspontll egyszerli

csticsanak a foka paros szam W, = 2

cimkézett grafok és az olyan p csucsponti egyszerii cimkézett grafok kozott, melyeknek
minden foka paros. Jeloljiik G-vel a p-1 ponti egyszer(i cimkézett grafot. Vegyiink hozza G-
hez egy Uj pontot s annak a cimkéje, legyen p. A p-vel cimkézett pontot,akkor €s csak akkor
kossiik 0ssze G valamely pontjaval, ha annak foka paratlan, az igy kapott G~ graf cimkézett és
egyszerli ¢s minden cslicsanak a fokszdma paros . Ugyanis a G minden csticsanak a foka
paros lesz, masrészt a p-vel jelolt csucs foka is paros, mivel barmely graf paratlan foka
csticsainak a szama paros. Konnyen észrevehetdé kiilonb6z6 G-khez kiilonbozé G’ fog
tartozni és forditva is kiillonb6z6 G ’-hoz kiilonb6z6 cimkézett G fog tartozni. S ez pontosan

azt jelenti, hogy a leképezés bijektiv.
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Tétel: A w, ((;2%(+ xfsz( p)(%j polinomban az x° egyiitthatdja
n \1+x

megegyezik a p csucspontu, q élii egyszerii cimkézett grafok szamaval, melyeknek a fokszamai

pdarosak.

Kicsi p-reaz w, € =w, € =1, w, & =1+x°, w, € =1+4x* +3x kitevé a 3x-

ben 4.

Jelolje D ((: a p csucspontu irdnyitott cimkézett grafok generator fliggvényét.
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16 harmadrendii egyszert (hurok és tobbszoros €lek nélkiil) iranyitott graf.
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Tétel: D, € = Z(pt’ 3xk - X7
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Konnyen lathato, hogy D, €« = (Z-p [ 4
grafok szama D, ((:= G; (:= 2re-l

s ezért a p csucspontl cimkézett, irdnyitott
Cimkézett p csucsponti Osszefiiggd grafok szama

Jelolje C, a p csticspontu cimkézett 6sszefliggd grafok szamat.

Tétel: Az Osszefiiggo cimkézett p csucspontu grafokra teljesiil a kévetkezo rekurziv
osszefiigges:

¢ _qt) 18! (sz[kajck.

P piz (K

Bizonyitas: A bizonyitds soran hasznalni fogjuk a gyokér fogalmat. A gyokér a graf
egy kitiintetett pontjat jeloli. Két gyokeres grafot izomorfnak mondunk, ha izomorfak ¢és az
izomorfizmusuknal gyokérnek gyokér felel meg. A p csucspontu graf barmely pontjat
valaszthatjuk gyokérnek ezért a p csiicspontu cimkézett gyokeres grafok szama pontosan p
szerese a p cstcspontu cimkézett gyokér nelkiili grafok nak grafok G, -nek. Ha a gyoker

pontosan a k csucspontu komponensben van, akkor az ilyen tipust p csucspontt grafok szama

pontosan ka(EJGp_k . Ha ezeket a szamokat k =1-t61 p—1-ig dsszegezve adodik, hogy

p-1 1
Zk(EJCka_k . Azaz az el6bbi formula — -szerese adja a rossz esetek szamat, mikor is a
k=1

graf nem Osszefliggd és legalabb 2 komponense van és az egyik komponens csticspontjainak k
szama egynél nagyobbb egyenld és p —1-nél kisebb egyenld.a szama (eldfordulhat persze, a

p —k cstcsponti masik része a grafnak sok kicsi komponensbdl all.

A kovetkezd tablazat alapjan érzékelhetd C  gyors novekedése, ami ismet

illusztralhatja a ,,kombinatorikus robbanas mértékeét”.
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Az el6zd leszamlalasi technika kezelhetobbé tétele érdekében vezessiik be az
exponencidlis generator fiiggvény fogalmat. Jelolje a, a P& _ tulajdonsiga k csticsponta
cimkézett G, grafok szamat és jeldlje b, a P@ : k cstcspontu tulajdonsagu cimkézett G,
k

. s iy P . X
grafok szamat. Ekkor az a, sorozat exponencidlis generatorfiiggvénye a((:: Zak M
k=1 -

)

) k
illetve a bk sorozat eXponenCIallS generatorfuggvenye b((:: bk F .
k=1

. Sloane, N. J. ,,Handbook of Integer Sequences”, Academic Press, New York, 1973.



A kovetkezd lemma hasznos informaciokkal fog szolgalni a két generator fiiggvény
szorzatanak a€ b€ -nek az egyiitthat6irol.
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Lemma: Az i tag egyiitthatoja az a€ € hatvanysoraban azon rendezett

Gl,Gz: rendezet graf parok szamaval egyezik meg, amelyek él és cstcs idegenek és G,
rendelkezik a P _ tulajdonsaggal, G, pedig a P tulajdonsaggal, s k jeldli a G, UG,
pontjainak a szamat, melyek 1-t6] K -ig cimkézve vannak.

A lemma illusztraciojaként vegyilk szemiigyre a cimkézett Osszefiiggd grafok

k

C((:: ZCk % generdtor fiiggvényének négyzetét C° ((: . Azaz e példaban legyen
k7 -

a€ =C& ¢és b& =C& . Ekkor C’ ((, 2-vel végig osztva megkapjuk azon cimkézett
grafok generator fliggvényét, melyeknek pontosan 2 komponense van. Valoban
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Kicsit altalanosabban és egyszeriibben fogalmazva a Py = fliggvényben az % tag

egyiitthatojaa k cstucsponti n komponensti cimkézett grafok szamaval egyezik meg.



