IX. Generátorfüggvények, rekurzív sorozatok

“Hajdanában  a Csi-beli Kang fejedelem annyi muzsikálást és harci táncot rendezett, hogy tízezernyi emberének sokszor még durva kabát sem jutott öltözékül, sokszor még korpa sem jutott táplálékul.” Mo Ti: A zene elítélése,( A szépség szíve ( Régi kinai esztétikai írások), Európa Könyvkiadó, Bp. 1984. 11.old.)

Természetes számok halmazán gyakran értelmeznek olyan valós esetleg komplex értékű f(n) függvényeket, melyeknek az n helyen felvett értékei az 1,2,...,(n-1) helyeken felvett értékeitől függnek. Például egy 10 éve fennálló vállalkozás alaptőkéje nyilván függ, az előző években az alaptőke növelésére esetleg csökkentésére fordított összegek nagyságától, bár ezen összefüggések kiváltképp napjainkban eléggé ködösek lehetnek. Mi itt csupán olyan rekurzív összefüggésekkel fogunk foglakozni, melyet matematikán belül lineárisan rekurzív sorozatoknak szokás nevezni.

IX.1.Definíció: Az 
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 (RKI)

( az ai-k valós vagy komplex konstansok ) képlettel és az 
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 kezdő értékekkel adott sorozatot k-ad rendű lineárisan rekurzív sorozatnakXE "rekurzív sorozat" nevezzük.

Másodrendű lineáris rekurzív sorozatok köréből máig a legnépszerűbb, s valószínűleg a legrégibb példa a Fibonacci-sorozat 
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Leonardo Fibonacci
 ( eredeti neve Leonardo Pisano,(pisai Leonardo)) Liber Abaki ( könyv az abakuszról ) c. művében jelenik meg először. A Fibonacci-sorozatXE "Fibonacci-sorozat" a következő problémából keletkezett: Hány pár nyúl származhat egyetlen pártól, ha 

(i) minden pár havonta egy párt nemz, amely a második hónaptól kezdve lesz nemzőképes és 

(ii) mindegyik nyúl halhatatlan?

IX.2.Definíció: Az (RKI) k-ad rendű lineáris rekurzív sorozat karakterisztikus polinomjánakXE "karakterisztikus polinom" nevezzük a következő polinomot
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 (RK2)  .

Ha az (RK2) gyökei 
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 páronként különbözőek, akkor a sorozat n. tagja felírható, 
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     (RK3)    alakban.

Ha azonban csak m<n  gyökünk van, s az i. gyök multiplicitása si, akkor sorozatunk n. tagja az alábbi alakban írható:  
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Látható, hogy a sorozat általános alakja teljesen analóg az állandó együtthatójú lineáris differenciál egyenletek megoldásával. 

IX.1.Tétel: Ha az 
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 összefüggést a 
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 sorozatok kielégítik, akkor tetszőleges 
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Bizonyítás: A tétel feltételei szerint bármely 
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 esetén teljesülnek az alábbi azonosságok,  
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  (RK5).

Szorozzuk meg az i.-t ci-vel majd adjuk össze őket , ekkor felhasználva azt, hogy 
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s ez az amit bizonyítani kellett. Nem okoz különösebb nehézséget megmutatni, hogy ha az (RK1) rekurzív összefüggés karakterisztikus polinomjának 
i gyöke, akkor  
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 sorozat megoldása (RK1)-nek. Ha 
i gyöke (RK2)-nek , akkor  azonosságot végig szorozhatjuk, 
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Példa: A Fibonacci-sorozat karakterisztikus egyenlete 
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 alakban keressük írjunk be n helyére n=0 és n=1-t, 
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, melynek megoldása 
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(RK6)

alakban, mely távolról sem tűnik triviálisnak. Megemlítjük, hogy külön folyóirata van a Fibonacci-féle számoknak. Rekurzív sorozatokra vonatkozólag, nemzetközileg is elismert, szép eredmények, kapcsolódnak Kiss Péter és Pethó Atilla nevéhez, mindketten a Győry Kálmán által létrehozott debreceni-számelméleti-iskola jeles személyiségei.

Az 
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 k-ad rendű polinomiálisan rekurzív sorozatnak mondjuk, ha tagjai kielégítik a következő összefüggést: 
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 azaz azt, hogy a sorozat elemei komplex számok, a pj(n) együtthatók pedig a pj(x) komplex együtthatós polinomok n helyen felvett értékeit jelölik. Természetesen a legtöbb esetben a komplex számok C teste helyett tekinthetünk egy tetszőleges F testet, s C[x] polinom gyűrű helyett ekkor természetesen az F[x] polinom gyűrű veendő.

Példák polinomiális rekurzióra: 

1. Az 
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 polinomiális rekurziónak tesz eleget , mivel 
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3. Az 
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 polinomiális rekurziónak tesz eleget, mivel 
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 Az n oldalú konvex sokszöget Sn-t átlóival többféleképen lehet háromszögekre bontani. Az összes lehetséges különböző felbontások számát jelölje: Cn. Cn–t az n. Catalan számnak mondjuk. [image: image41.wmf]
39. ábra
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A Catalan számok eleget tesznek a 
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40. ábra

A Catalan számok eleget tesznek a 
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 rekurzív összefüggésnek.

A-ból B-be az nxn-es sakktábla töredéken a jó utak Ĉst,n száma (csak vizszintesen ill függőlegesen léphetünk) megegyezik az (n+1). Catalan számmal Cn+1-gyel.A táblát a főátlója mentén „törjük” „félbe”.
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41. ábra
A generátor függvényXE "generátor függvény" elnevezést többféle értelemben is használják a matematika különböző területein. Mi itt kétféle lehetséges értelmezést fogunk megemlíteni. Először az úgy nevezett partíciós problémákraXE "partíciós problémák" vonatkozó generátor függvényekről beszélünk. Legyenek adottak az 
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 számot többször is felhasználhatunk és a sorrend nem számít. A partíciós problémának az előbbi változatát szokás pénzváltási problémánakXE "pénzváltási probléma" is nevezni. Vizsgáljuk meg, például, hogy valamely számot, hányféleképpen lehet előállítani az 1,2,3,5 számok összegeként. Tekintsük a következő függvényt 
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(GK1)

Az f(x) függvény lesz ez esetben a generátor függvény. Nem vizsgáljuk, hogy az f(x) előállításában szereplő hatványsorok konvergensek e vagy sem. Ha az f(x)-t hatványsorba fejtjük 
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 (GK2)

,akkor az Am együttható fogja megmutatni, hogy m-t, hányféleképpen lehet felírni az 1,2,3,5 számok összegeiként. Az  Am együtthatók meghatározására különböző módszerek léteznek. Egy lehet a következő: A (GK2) nevezőjében a szorzásokat elvégezve adódik
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A nevezővel végig szorozva, s figyelembe véve, hogy xm együtthatója 0 a baloldalon, ha m>0 az Am együtthatókra az alábbi rekurzív összefüggést nyerjük. 
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A kezdeti értékekre, ha m<0, akkor Am =0 és ha m=0, akkor A0=1. 

Más módon is meghatározhatjuk a (GK3) formula jobb oldalán álló hatványsor együtthatóit. A (GK4) formula jobb oldalán végezzük, el az osztást! 
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Az alábbi definícióban egy sorozathoz más módon rendelünk generátor függvényt.

IX.3.Definíció: Adott A=(
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 hatványsor.

Az esetek túlnyomó többségében itt sem érdekes, hogy a definícióban szereplő hatványsor milyen intervallumon konvergens. 

Érdemes megvizsgálni a generátorfüggvények segítségével a Fibonacci-sorozatot. Legyen 
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a Fibonacci-sorozat generátorfüggvénye az előző definíció értelmében, s szorozzuk meg x-xel, majd x2-tel, nyerjük az alábbi képleteket:


[image: image59.wmf](

)

..

...

+

+

+

+

+

=

+

1

3

2

2

1

0

n

n

x

u

x

u

x

u

x

u

x

xG

 (GK6)


[image: image60.wmf](

)

..

...

+

+

+

+

+

=

+

2

4

2

3

1

2

0

2

n

n

x

u

x

u

x

u

x

u

x

G

x

(GK7)  .

Ha a (GK5)-ből rendre levonjuk (GK6)-t és (GK7)-t adódik, hogy:
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A (GK8)-ból G(x) zárt alakja egyszerű osztással megkapható
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A G(x) jobboldalán álló racionális-tört-függvényt bontsuk parciális törtek összegére a valós test felett. Figyelembe véve, hogy a nevezőben szereplő polinom gyökei 
[image: image63.wmf](

)

5

1

2

1

±

-

:


[image: image64.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

=

-

-

=

x

x

x

x

x

x

G

a

a

1

1

1

1

5

1

1

2

, (GK10)

ahol 
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 mértani sorokkal egyeznek meg. Figyelembe véve, hogy abszolút konvergensek alkalmas módon átrendezve, megkapjuk, hogy a Fibonacci-sorozat tagjai írhatók 
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 alakban összhangban a korábbi eredménnyel (RK6)-tal. Megjegyezzük, hogy a Fibonacci-sorozatnak ezt az alakját a fenti levezetési technika használatával L. de Moivre már 1730.-ban közölte.

Feladatok

1. Jelöljük fs(n)-nel azt a legnagyobb egész számot, amelyre fennáll a következő: bárhogyan is színezzük a teljes n-gráf éleit az s számú színek valamelyikével, mindig található benne csupa azonos színű élből álló legalább fs(n) pontú összefüggő részgráf. Mutassa meg, hogy bármely n-re 

f2(n)=n.

2. Bizonyítsa be, hogy ha n pozitív páros szám, akkor fn-1(n)=2.

3. m számú sakkozót két csapatra osztunk. Két sakkozó, akkor és csak akkor fog játszani egymással egy partit, ha különböző csapatban vannak. Hogyan kell őket szétosztani, hogy a lehető legtöbb mérkőzést játsszák. 

4.Mutassa meg, hogy a tóruszon van olyan térkép melynek kiszínezéséhez hét szín kell.

5. Mutassa meg, hogy a Mőbius szalagon van olyan térkép, mely nem színezhető ki hatnál kevesebb színnel. 

6. Bizonyítsa be, hogy az a térkép, amely véges számú kör megrajzolásával keletkezik a síkban, mindig ki színezhető két színnel. 

7. Bizonyítsa be, hogy egyenesek által meghatározott síkbeli térkép színezéséhez mindig elegendő két szín.

8. Mutassa meg, hogy ha egy térkép minden egyes csúcsának a foka legalább 3, akkor az élek és a csúcsok között fennáll a következő egyenlőtlenség "6+q3n" ( ,ahol q az élek száma és n a csúcsoké ).

9. Írja fel az 5 csúcsú teljes gráf csúcs, ill. illeszkedési mátrixát!

10. Írja fel a K3,3 gráf körmátrixát.

11. Ismerve az A=(
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12. Legyen az A=(
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-val. Mutassa meg, hogy a C sorozat h(x) generátor függvényére teljesül, hogy ,.

13. Adjon meg olyan "kevés elemű" sorozatot, hogy bármely egész szám előálljon legfeljebb h darab sorozatbeli elem összegeként. ( Ez a posta-bélyegek-problémája.)

14. Mutassa meg, hogy bármely pozitív egész szám előáll a Fibonacci-sorozat különböző tagjainak összegeként. 

15. Mutassa meg teljes indukcióval, hogy a Fibonacci-sorozat elemeire (
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 ) érvényesek a következő összefüggések:


[image: image77.wmf](

)

(

)

1

2

2

2

2

1

1

1

1

3

2

1

1

2

2

4

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

1

1

1

+

-

+

+

+

-

=

+

+

+

+

-

=

-

+

+

+

-

-

=

+

+

+

=

+

+

+

-

=

+

+

+

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

F

F

F

F

F

b

F

F

F

F

F

d

F

F

F

F

c

F

F

F

F

b

F

F

F

F

a

..

.,

...

.,

...

.,

...

.,

...

.,


16. Hányféleképpen lehet n lépcsőfokból álló lépcsőn felsétálni, ha egyszerre vagy egy vagy kettő lépcsőt lehet lépni.

��Leonardo Pisano Fibonacci 1170-ben Pisaban született, s ott is halt meg 1250-ben. Apja diplomataként ésÉszak  Afrikában képviselte a Pisai Köztársaságot. Az ókori matematikusok műveit arab közvetítéssel tanulmányozta. Több könyvet  írt, melyek közül néhány örökre elveszett. Sokan Diofatosz óta őt tartották a legnagyobb számelméletésznek Fermat felléptéig. Sokat foglalkozott az irracionális számokkal és a négyzetszámokkal. Napjainkban a nevét viseli egy matematika folyóirat a Fibonnaci Quart. 
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