FEJEZET 9

Generatorfiiggvények, rekurziv sorozatok

"Hajdandban a Csi-beli Kang fejedelem annyi muzsikdldst és harci tancot rendezett, hogy tizezernyi
emberének sokszor még durva kabdt sem jutott oltozékil, sokszor még korpa sem jutott tapldalékul.”
Mo Ti: A zene elitélése, A szépség szive (Régi kinai esztétikai irasok),

Europa Koényvkiadd, Bp. 1984. 11. old.)

Természetes szamok halmazéan gyakran értelmeznek olyan valos, esetleg komplex értéki f(n)
fiiggvényeket, melyeknek az n helyen felvett értékei az 1,2, ..., (n — 1) helyeken felvett értékeitsl
fiiggnek. Példaul egy 10 éve fennallo vallalkozas alaptékéje nyilvan fiigg az el6z6 években az
alaptéke novelésére esetleg csokkentésére forditott Osszegek nagysagatol, bar ezen Osszefliggések
kivaltképp napjainkban eléggé kodosek lehetnek. Mi itt csupan olyan rekurziv osszefliggésekkel
fogunk foglakozni, melyet matematikan beliil linearisan rekurziv sorozatoknak szokas nevezni.

9.1. DEFINICIO. Legyenek ag,a,as, ..., ax_o, Gp_1, Uy, U1, U, ..., Uk_2, Uk_1 tetszbleges valods
vagy komplex szamok. Az

Untk = Qfp—1Unt(k—1) T Qk—2Unt(k—2) T ... T Q1Up41 + AUy, (RK1)

sorozatot az ug, U1, Us, ..., Ug_2, Uk_1 KezdGértékekkel és az ag, ay, as, ..., ax_o, ap_1 egylitthatokkal
adott k-ad rendd linedrisan rekurziv sorozatnak nevezzik.

Masodrendd lineéris rekurziv sorozatok korébdsl maig a legnépszertibb, s valoszintleg a
legrégibb példa a Fibonacci-sorozat:

up = 1,up = Liug = 2,u3 = 3,u4 = 5,u5 =8, ..., Upyo = Upy1 + Up

Leonardo Fibonacci' (eredeti neve Leonardo Pisano, (pisai Leonardo)) Liber Abaki (konyv az
abakuszrol) c. mivében jelenik meg elészor.

'Leonardo Pisano Fibonacci 1170-ben Pisa-ban sziiletett, s ott is halt meg
1250-ben. Apja diplomataként Eszak-Afrikiban képviselte a Pisai Koztarsasa-
got. Az 6kori matematikusok miiveit arab kozvetitéssel tanulmanyozta. T6bb
konyvet irt, melyek koziil néhany orckre elveszett. Sokan Diofantosz éta 6t
tartottdk a legnagyobb szamelméletésznek Fermat felléptéig. Sokat foglalko-
zott az irraciondlis szamokkal és a négyzetszamokkal. Napjainkban a nevét
viseli egy matematika folyoirat, a Fibonnaci Quart.
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A Fibonacci-sorozat a kovetkezé problémabol keletkezett:

Hény par nyul szarmazhat egyetlen partol, ha

(i) minden par havonta egy part nemz, amely a méasodik honaptol kezdve lesz nemzsképes és
(ii) mindegyik nytl halhatatlan?

9.2. DEFINICIO. Az (RK1) k-ad rendd lineéris rekurziv sorozat karakterisztikus poli-
nomjanak nevezziik a kovetkezs polinomot:

f(@) = 2" —ap_12" " —ap_92" % — . — ag2® — ayx — ag (RK2)

Ha az (RK2) gyokei aj,ag, ..., a; paronként kiillonbozsek, akkor a sorozat n-edik tagja
felirhato

Up = CrOy, + Ch10G_q + ... + co0y + craf (RK3)

alakban. Ha azonban csak m < n gyokiink van, s az i-edik gyok multiplicitasa s;, akkor
sorozatunk n-edik tagja az alabbi alakban irhato:

i=m
Uy = Z QM (Cio 4 o+ o Cig 1@ T A il ).
i=0
Lathato, hogy a sorozat altalanos alakja teljesen analog az allandé egyiitthatoja lineéris diffe-
rencidlegyenletek megoldasaval.

9.1. TETEL. Ha az Upyp = Qp—1Unt(k—1) + Qp—2Unt(k—2) + ... + Q1Upp1 + Gy, Osszefiiggést
@ Z1(2105 21,25 ooy 21,45 -)s Z2(2205 222, ey 22,55 o2 )s-oes Z(Zh1, 282, -y 2k js ---) SOTOZALOK Kielégitik,
akkor tetszdleges ¢y, ca, ..., ¢, konstansok esetén kielégiti a V(vy,va, ..., v;,...) sorozat is, ahol
vj =121+ 2o+ o F kg, (1=0,1,2,..,n,...).

Bizonyitas: A tétel feltételei szerint barmely ¢ = 1,2,....k ésn =k, k+ 1,k + 2,..., h esetén
teljesiilnek az alabbi azonossagok:

Zim+k = Qk—1%in+(k—1) T Qk—2%in+(k—2) T - T Q1% n+1 + Q0Zin-

Szorozzuk meg az i-ediket c;-vel majd adjuk 6ssze Gket. Ekkor felhasznalva azt, hogy v; =
c121j + Cozaj + ... + cpzy; adodik, hogy

Untk = Qk—1Unt(k—1) T Qk—2Vnt(k—2) + - T Q1Uny1 + QoUp

s ez az, amit bizonyitani kellett. [J

Nem okoz kiilondsebb nehézséget megmutatni, hogy ha az (RK1) rekurziv 6sszefiiggés karak-

terisztikus polinomjanak «; gyoke, akkor z;; = o] (j = 0,1,2,...,n,...) sorozat megoldéasa

(RK1)-nek. Ha a; gyoke (RK2)-nek, akkor az of = ap_10* ™' +ap_oaf ™2 + ... 4+ asa? + aro4 + ag
azonossagot végigszorozhatjuk af-nel és lathato, hogy (RK1) teljestil.
1++/5

Példa: A Fibonacci-sorozat karakterisztikus egyenlete 2? = x + 1, gyokel a5 = 5

Mivel u,-et u,, = c;a 4 coary alakban keressiik, irjunk be n helyére n = 0 és n = 1-et, ¢1, ¢y -re
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kapjuk az aldbbi linearis egyenletrendszert:

C1+ Cy = 0
V5
Y —e) =1
5 (c1 = c2)
melynek megoldasa ¢; = —co = —. A Fibonacci-sorozat n-edik elemét ezek szerint irhatjuk

V5

1 (1+vB) 1 (1-vB)"
=m0 NAUE

alakban, mely tavolrol sem ttinik trividlisnak. Megemlitjiik, hogy kiilon folydirata van a
Fibonacci-féle szamoknak. Rekurziv sorozatokra vonatkozolag nemzetkozileg is elismert, szép
eredmények kapcsolodnak Kiss Péter és Petho Atilla nevéhez, mindketten a Gyéry Kalman
altal létrehozott debreceni-szémelméleti-iskola jeles személyiségei.

Az U = {u, }I=5° k-ad rendtd polinomidlisan rekurziv sorozat, ha tagjai kielégitik a kovetkezd
Osszefiliggést:

az

Po(n)ty + p1(n)un—1 + pa(n)tp_2 + ... + Pr—1(N)Up—k+1 + pr(n)tp_t = 0.

Altalaban feltessziik, hogy u, € C és p;(z) € Clz] azaz azt, hogy a sorozat elemei komplex
szamok, a p;(n) egyiitthatok pedig a p;(x) komplex egytitthatos polinomok n helyen felvett
értékeit jelolik. Természetesen a legtobb esetben a komplex szamok C teste helyett tekinthetiink
egy tetszéleges F testet, s C[z] polinomgytiri helyett ekkor természetesen az F'[x| polinomgytird
veendd.

Példak polinomialis rekurziora:

1. Az u,, = n! polinomialis rekurziénak tesz eleget, mivel u,, — nu,_; = 0.
2. Az u, = n~? polinomidlis rekurzionak tesz eleget, mivel n?u,, — (n — 1)?u,_; = 0.
3. Az u, = (n!)~! polinomidlis rekurziénak tesz eleget, mivel nu, — u, 1 = 0.

Az n oldalu konvex sokszoget S,,-et atloival tobbféleképen lehet haromszogekre bontani. Az
Osszes lehetséges kiilonbozé felbontésok szamat jelolje C,. C,-et az n-edik Catalan-szamnak
mondjuk.

1. &bra.
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1 (on—4
Co=0C1=0,Cy=C4=1,04=2,C5 =5,Cs = 14, ... C,, = n_1<:_2>. A Catalan-

szamok eleget tesznek az (n — 1)C,, — (4n — 10)C,,—; = 0 polinomiéalis rekurzionak.

Pi
1
1
)
1
‘o \
C.-i Lehetoseg Cﬁlehetéség
1

2. abra.

i=n—2
A Catalan-szamok eleget tesznek a C,, = > C;11C,_; rekurziv osszefliggésnek.
i=1
A-bol B-be az n x n-es sakktabla toredéken a jo utak Cl,, szama (csak vizszintesen ill.
fiiggslegesen léphetiink) megegyezik az (n + 1)-edik Catalan-szammal, C,,,1-gyel. A tablat a
féatloja mentén "torjiik félbe".

B

Cst,n+1:C

n

3. abra.

A generatorfliiggvény elnevezést tobbféle értelemben is hasznaljak a matematika kiilon-
boz6 teriiletein. Mi itt kétféle lehetséges értelmezést fogunk megemliteni. ElGszor az ugy-
nevezett particidés problémékra vonatkozé generatorfiiggvényekrsl beszéliink. Legyenek adot-
tak az ni,no,...,ng pozitiv egészek. Kérdezzik, hogy az m szidm hanyféleképpen allithato
el6 az ny,no,...,n; -k Osszegeiként oly modon, hogy barmely nq, no,...,n; szdmot tébbszor
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is felhasznalhatunk, és a sorrend nem szamit. A particids probléménak az el6bbi valtozatat
szokas pénzvaltasi problémanak is nevezni. Vizsgaljuk meg példaul, hogy valamely szamot,
hényféleképpen lehet elGéllitani az 1,2,3,5 szamok Osszegeként. Tekintsiik a kovetkezs fiigg-
vényt:

f@ =0+ +22+. . +2"+.) - Q+22+2"+ .+ + )
3., .6 3n 5 10 5n _
(142" +o —|—...1—i-m +.)-Q+2+z7 4+ . 2"+ )= (GK1)
(1—2)(1—22)(1—2%)(1—2x°)
Az f(x) fiiggvény lesz ez esetben a generatorfliiggvény. Nem vizsgaljuk, hogy az f(z) elsal-
litasdban szerepld hatvanysorok konvergensek-e vagy sem. Ha az f(z)-et hatvanysorba fejtjiik

1
= =A+ A Agr? + .+ Apa™ 4 K2
f(x) =001 =1 =) o+ Aix + Apx” + .+ Ay + (GK2)
akkor az A,, egyiitthatd fogja megmutatni, hogy m-et hanyféleképpen lehet felirni az 1,2,3,5
szamok Osszegeiként. Az A, egyiitthatok meghatéarozasara kiilonb6z6 modszerek 1éteznek. Egy

lehet a kovetkezs: A (GK2) nevezGjében a szorzéasokat elvégezve adodik
1
xTr) =
/(@) l—o—2?2+2t4+2"—2% 20+ 2
A nevezdvel végigszorozva, s figyelembe véve, hogy x,, egylitthatéja 0 a baloldalon, ha m > 0
az A,, egyltthatokra az alabbi rekurziv dsszefliggést nyerjiik:

Am - Am—l + Am—2 - Am—4 - Am—7 + Am—9 + Am—lO - Am—ll (GK4)

== Ao+ Az + Az’ + L+ A+ .., (GK3)

A kezdeti értékekre, ha m < 0, akkor A,, = 0 és ha m = 0, akkor Ag = 1.
Mas moédon is meghatarozhatjuk a (GK3) formula jobb oldalan allo hatvanysor egyiitthatoit.
A (GK4) formula jobb oldalan végezziik el az osztést!
1
flz) =

l—zx—a224zt+a7 — 2% — 2104 21

l:(l—z—2*+2*+2"—2° — 20+ ") =1+ 2+ 22% + 32% + da* + 62° + ...

4T g9y 10 gl

7

r+a—x
20° + a® —at —a® — 2" — 2 + 2 + 2210 — 12
32° +at — 2% — 2% — 2" — 2% — 2 + 2210 22t 4 "2 2™
4t +22° — 225 — 42" — 2 — 2% — 210 4 221 4 4212 4 213 — 31
62° 4 22° — 42" — 52® — 2% — 210 — 22! 4 42" 4 5P 4 M — 42"
Az alabbi definicioban egy sorozathoz més modon rendeliink generdtorfiiggvényt.

9.3. DEFINICIO. Adott A = (ag,ay, ..., ay,, ...) sorozat generatorfiiggvénye az f(x) = ag +
a1 + ax® + ... + a,x™ + ... hatvanysor.

Az esetek tilnyomo tobbségében itt sem érdekes, hogy a definicioban szereplé hatvanysor
milyen intervallumon konvergens.
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Erdemes megvizsgalni a generatorfiiggvények segitségével a Fibonacci-sorozatot. Legyen
G(z) = ug + w1 + ugx® + ... + upz™ + ... (GK5)

a Fibonacci-sorozat generdtorfiiggvénye az el6z6 definicié értelmében, s szorozzuk meg x-szel,
majd x%-tel, nyerjiik az alabbi képleteket:

rG(1) = upz + w2 + upr® + ...+ upx™ 4 (GK®6)
272G (z) = upr® + w1z + upz® + ... + up 2"+ (GK7)

Ha a (GK5)-bdl rendre levonjuk (GK6)-ot és (GKT7)-et, adodik, hogy:

(1—2—2*)G(x) = ug + (ug — up)x + (ug — uy — ug)x? + oo + (Up — Up—y — Up_2)2" + ... =T
(GKS)
A (GK8)-bodl G(z) zart alakja egyszert osztéssal megkaphato:
x
Glr)= ——
(z) 1—x— a2

A G(z) jobboldalan allo racionélis tortfiiggvényt bontsuk parcialis tortek Gsszegére a valos test

1
felett. Figyelembe véve, hogy a nevezében szerepld polinom gyokei 3 <—1 + \/3)

x 1 1 1

= = K
Gle) 1—x—a? \/§<1—a:€+1—6m)’ (GK9)

1

1 1
ahola=1—a=— (1 — \/3) A (GK9) jobb oldalan szerepld , —
2 l—azx 1—-0ax
1+az+a?2® + ..+ a"a" + ..., 1 +ar +a%x? + ... + @"2" + ... mértani sorokkal egyeznek
meg. Figyelembe véve, hogy abszolit konvergensek, alkalmas modon atrendezve megkapjuk,

fliggvények az

n

1
hogy a Fibonacci-sorozat tagjai irhatok u, = ﬁ(a — @") alakban, 6sszhangban a korabbi

eredménnyel, (RK6)-tal. Megjegyezziik, hogy a Fibonacci-sorozatnak ezt az alakjat a fenti
levezetési technika hasznalataval L. de Moivre mar 1730-ban kozolte.

Feladatok

1. Jeloljiik fs(n)-nel azt a legnagyobb egész szamot, amelyre fennéall a kovetkezs: barhogyan
is szinezziik a teljes n-graf éleit az s szamu szinek valamelyikével, mindig talalhaté benne csupa
azonos szint élbdl allo legalabb fi(n) pontu Osszefiiggd részgraf.

(i) Mutassa meg, hogy barmely n-re fo(n) =n.
(ii) Bizonyitsa be, hogy ha n pozitiv paros szam, akkor f, 1(n) = 2.

2. m szamu sakkozot két csapatra osztunk. Két sakkozo akkor és csak akkor fog jatszani
egymassal egy partit, ha kiillonb6z6 csapatban vannak. Hogyan kell az m sakkozot szétosztani,
hogy a lehets legtobb mérkézést jatsszak?

3. Mutassa meg, hogy a toruszon van olyan térkép, melynek kiszinezéséhez hét szin kell!

4. Mutassa meg, hogy a Mobius-szalagon van olyan térkép, mely nem szinezheté ki hatnél
kevesebb szinnel!

5. Bizonyitsa be, hogy az a térkép, amely véges szamu kor megrajzolasaval keletkezik a
sikban, mindig kiszinezhetd két szinnel!
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6. Bizonyitsa be, hogy egyenesek &ltal meghatarozott sikbeli térkép szinezéséhez mindig
elegendd két szin!

7. Mutassa meg, hogy ha egy térkép minden egyes tartomanyat legaldbb 3 él hatarolja,
akkor az élek és a csicsok kozott fennall a kovetkezs egyenlétlenség: 6+ g < 3n (ahol ¢ az élek
szama és n a cstucsoké)!

8. Irja fel az 5 cstcsu teljes graf cstcs- ill. illeszkedési matrixat!

9. Irja fel a K3 3 graf kormétrixat!

10. Ismerve az A = (ag,ay, ..., ay, ...) sorozat f(z) generatorfiiggvényét, adja meg az A" =
(0,0, ...,0,a9,ay, ..., a, ...) generatorfiiggvényét!

k darab

11.  Legyen az A = (ag,ay,...,a,,...) sorozat generatorfiiggvénye f(x) és a B =
(bo, b1, ..., by, ...) sorozaté g(z), legyen tovabbé adott a C' = («aag+ b, aay+ by, ..., aa,+ by, ...)
sorozat fix valos a, f-val. Mutassa meg, hogy a C' sorozat h(x) generatorfiiggvényére teljesiil,
hogy h(z) = af (x) + Bg(x)!

12. Adjon meg olyan "kevés elem" sorozatot, hogy barmely egész szam elGalljon legfeljebb
h darab sorozatbeli elem Osszegeként! (Ez a posta-bélyegek problémaéja.)

13. Mutassa meg, hogy barmely pozitiv egész szam elGall a Fibonacci-sorozat kiilonb6zé
tagjainak Osszegeként!

14. Mutassa meg teljes indukcioval, hogy a Fibonacci-sorozat elemeire (Fy = 1, F; = 1, F;, =
2,F3=3,...F, = F,_1 + F,_») érvényesek a kovetkezs Osszefiiggések:

a., F1+F2+—|—Fn,2:Fn—1

b., F1 -+ Fg + ...+ anfl - an

C., FQ + F4 + ...+ an = F2n+1 -1

d, i —FB+F— ..+ (=1)""F, = (-1)""F,  +1
e, FP+F2+ ... +F2=F,F,,

15. Hanyféleképpen lehet n 1épcséfokbol allo lépesén felsétalni, ha egyszerre vagy egy vagy
kettd 1épcesot lehet 1épni?
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