Kiegészítés II.Permutációk, variációk, kombinációk ismétléssel és ismétlés nélkül

“...(i) a rendezésnek sok fontos alkalmazási terrülete van, vagy hogy

(ii) sokan akkor is rendeznek, amikor nem kellene, vagy hogy 

(iii) a használatban lévő rendezési algoritmusok nem eléggé hatékony.

D.E.Knuth: A számítógép programozás művészete 3.kötet 17. old., Műszaki Könyvkiadó, Bp 1988.

II.1.Definíció: Az n különböző elem egy permutációxe "permutáció"ján, n elem egy rögzített sorrendjét értjük.

Például n=6 esetén legyen 1,2,3,4,5,6 a szóban forgó elemek, s az adott sorrendjük 3,2,4,1,5,6. A permutációt lehet úgy is definiálni, mint egy n elemű halmaz önmagára való kölcsönösen egyértelmű leképezését. Az előbbi permutációt ekkor meg lehet adni az 
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 alakban, ez az alak a függvények táblázattal való megadásának egy tömör jelölése, 
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. A felső sorban független változó értékei az alsó sorban a függő változó megfelelő értékei szerepelnek. n faktoriálisnak mondjuk az egymásután következő 1,2,...,n számok szorzatát, jele n!=1n és 0!=1, megállapodás szerint.
...(n-1)2
II.1.Tétel: Az n elemű H halmaz összes különböző permutációinak a száma Pn=n!.
Bizonyítás: A H halmaz elemeinek a száma szerinti teljes indukcióval bizonyítunk. n=1 esetén az állítás igaz, mert egy elemet, csak egyféleképpen lehet sorba állítani. Tételezzük fel, hogy az állítás igaz n-re, s mutassuk meg, e feltevésből következik , hogy igaz (n+1)-re is. Legyen megadva a H halmaz elemeinek egy rögzített sorrendje pl. 
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. Bármelyik permutációnál a ? jellel jelölt helyek 
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 valamelyikére beszúrhatjuk a hn+1-t. Látható, hogy az n elem bármely permutációjából (n+1) darab különböző (n+1) elemű permutációt lehet legyártani, tehát bármely n-re teljesül az 
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, s mivel n!(n+1)=(n+1)!, ezért a bizonyítással kész vagyunk. 

II.2.Definíció: Legyen adott n elem, melyek közül 
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 rendre egyforma ( és 
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 ) ezen elemek egy rögzített sorrendjét egy ismétléses permutációxe "ismétléses permutáció"nak nevezzük.

Például, ha egy osztály tanulóit a dolgozatukra kapott jegyek alapján sorrendbe állítjuk, akkor az egyforma jegyet kapott tanulók között már nem teszünk különbséget.

II.2.Tétel: Ha az n elem közül 
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 rendre egyforma és 
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Bizonyítás: Legyen megadva a 
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 elemeknek valamely ismétléses permutációja. A permutációban lévő egyforma elemeket különböztessük meg indexekkel és permutáljuk az eddig azonosnak tekintett elemeket is. {Például egy 5 fős osztályban 3 ötöst és 2 négyest adtunk és a dolgozatokat (5,4,4,5,5) sorba osztottuk ki, indexelve az eddig egyformának tekintett jegyeket 
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. E permutációból 3!2! ismétlés nélküli permutáció adódik.} Egyetlen egy ismétléses permutációból 
[image: image14.wmf]l

l

l

k

1

2

!

!

.

.

.

!

 számú ismétlés nélküli permutációt kapunk, ezért 
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embed Equation.3 [image: image16.wmf]l
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 -vel való osztás után adódik a tétel állítása.

II.3.Definíció: Az n különböző elem közül kiválasztott rendezett k elemet, ismétlés nélküli k-ad osztályú variációxe "variáció"nak nevezzük.

Például, ha egy futó versenyen húszan indultak és az első 3 befutót díjazták, akkor a díjazottakat tekinthetjük 20 elem  harmad osztályú variációjának.

II.3.Tétel: n elem ismétlés nélküli k-ad osztályú variációinak a száma 
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Bizonyítás: Rögzített n mellett k szerinti teljes indukcióval bizonyítunk. k=1-re az állítás igaz, mivel n elemből 1-t pontosan n féleképpen lehet kiválasztani. Tételezzük fel, hogy k-ra teljesedik és igazoljuk (k+1)-re. Bármelyik 
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 k-ad osztályú variációhoz (n-k) elem közül választhatunk egy hk+1.-t, hogy egy 
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 (k+1)-ed osztályú variációt kapjunk. Azaz igaz a következő összefüggés 
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 , miáltal tételünk bizonyítást nyert.

II.4.Definíció: Az n különböző elemből, ha k elemet oly módon választunk ki, hogy egy elemet többször is választhatunk és a sorrend számít, akkor n elem k-ad osztályú ismétléses variációjárólxe "ismétléses variáció" beszélünk.

Például, ha valaki kitölt egy tizennégy mérkőzéses totó szelvényt, akkor az x,1,2 elemeknek megadta egy 14-ed osztályú variációját.

II.4.Tétel: Az n különböző elem összes k-ad osztályú ismétléses variációinak a száma 
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Bizonyítás: Jelölje 0,1,2,...,n-2,n-1, az n különböző elemet, ezen elemek közül k-t egymásután leírva egy legfeljebb k jegyű számot kapunk az n alapú számrendszerben, melyeknek a száma nyilván 
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, s ezzel a bizonyítás kész.

Tekinthetjük az n különböző elem egy k-ad osztályú ismétlésese variációját úgy is mint az n elemű H halmaz önmagával vett k-szoros direkt szorzatának egy elemét, s akkor az is elég nyilvánvaló, hogy 
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 jelöli a H halmaz elemeinek a számát. Vegyük észre azt is, hogy az n elemű H halmaz k szoros direkt szorzatának a (h1, h2,..., hk) elemét tekinthetjük oly módon is mint az K={1,2,...,k} halmazon értelmezett f függvényt melynek az értékei rendre h1, h2,..., hk. Ekkor a K-n értelmezett H-beli értékeket felvevő különböző függvények száma nk. Gondolja végig a Kedves Olvasó, hogy a K-n értelmezett H-béli értékeket felvevő injektív függvények száma 
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II.5.Definíció: n különböző elem közül ki választva k elemet, melyeknél a rendezésre nem vagyunk tekintettel az n elem egy k-ad osztályú kombinációxe "kombináció"ját kapjuk.

Például, ha valaki az ötös lottón helyesen kitölt egy szelvényt, akkor a 90 elemnek megadta egy 5-öd osztályú kombinációját. Állapodjunk meg abban, hogy 
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 szokás binomiális együtthatónak is nevezni.

II.5.Tétel: n elem k-ad osztályú kombinációinak a száma 
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Bizonyítás: n elem valamely ismétlés nélküli k-ad osztályú kombinációjából k! számú k-ad osztályú ismétlés nélküli variáció nyerhető, ha az elemeket egymás között permutáljuk. Tehát fennáll a következő 
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, kapjuk a tétel állítását.

II.6.Definíció: Ha az n elem közül oly módon választunk ki k darabot, hogy egy elem többször is szerepelhet és a sorrendre nem vagyunk tekintettel, akkor az n elem egy ismétléses k-ad osztályú kombinációjáról beszélünk.

II.6.Tétel: n elem k-ad osztályú ismétléses kombinációinak a száma 
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Bizonyítás: A bizonyítás alapötlete röviden csupán annyi, hogy megadunk egy kölcsönösen egyértelmű leképezést (n+k-1) különböző elem k-ad osztályú ismétlés nélküli kombinációi és n különböző elem k-ad osztályú ismétléses kombinációi között. Legyen az n különböző elem 1,2,...,n egy és az (n+k-1) különböző elem 1,2,...,n,n+1,...,n+k-1 . Az n különböző elem egy ismétléses k-adosztályú kombinációja nagyság szerint sorba rendezve legyen 
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 ismétléses kombinációnak feleltessük meg az 
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 elemek ismétlés nélküli k-adosztályú kombinációját. Látható, hogy 
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 , ezért az 
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 elemek valóban az n+k-1 különböző elem ismétlés nélküli kombinációja, s az összeadás egyértelműsége miatt a leképezés kölcsönösen egyértelmű volta is garantált. 

Binomiális és polinomiális tétel

Egyszer a fülembe a Gömb ezt súgta be:

Azt hiszed , tőlem függ  a Sors ítélete?

ha saját forgásom tőlem fügött volna,

a szeszély láncait én dobtam volna le.

Omár Chájjám (1025?-1126), Robáiyát, Magyar Helikon, 1958, 

II.7.Tétel ( polinomiálisxe "polinomiális" ): Legyen 
[image: image41.wmf]"

Î

a

a

a

R

k

1

2

,

,

.

.

.

,

, ahol R kommutatív gyűrű és n egynél nagyobb természetes szám, ekkor 


[image: image42.wmf](

)

a

a

a

n

s

s

s

a

a

a

k

n

k

s

s

k

s

s

s

s

n

k

k

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

+

+

=

+

+

+

=

å

.

.

.

!

!

!.

.

.

!

.

.

.

.

.

.

.
Bizonyítás: Tudjuk, hogy bármely kommutatív gyűrűben a több tag szorzását több taggal oly módon végezhetjük el, hogy minden tagot szorzunk minden taggal. Ha felírjuk az n tényezős 
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akkor az a1-t s1-szer az n zárójelből 
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az a2-t s2-szer az n-s1 zárójelből 
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 féleképpen lehet kiválasztani. Az 
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S ez utóbbi egyenlőség jobboldalán a tételben szereplő 
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II.8.Tétel( binomiális tétel xe "binomiális tétel "): Legyen 
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Bizonyítás: A tétel a polinomiális tétel speciális esete. 

Következmény:  
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Pascal háromszög

 „Értelmünket és ítélőképességünket társalgással alakítjuk ki. Értelmünket és ítélőképességünket ugyancsak társalgással rontjuk el.” (Pascal, B.; Gondolatok. Gondolat Kiadó, Budapest, 1978. 9.old.) Pascal, Blaise (1623-1662), szerzetes Port Royal des Champs ill. Port Royal de Paris-ban, janzenista.
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